




MAGYAR TUDOMÁNYOS AKADÉMIA 
SZÁMÍTÁSTECHNIKAI ÉS AUTOMATIZÁLÁSI KUTATÓ INTÉZETE
N-SZEMÉLYES MINŐSÉGI DIFFERENCIÁLJÁTÉKOK KÉSLELTETÉSSEL
ÉS KÉSLELTETÉS NÉLKÜL
Irta: Lipcsey Zsolt 
Egyetemi doktori dolgozat




ISBN 963 311 048 3 
ISSN 0324-2951
779142 MTA KÉSZ Sokszorosító. F. v.: Szabó Gyula
3B e v e z e t é s .
D o lg o z a tu n k b a n  N - s z e m é ly e s  B an ach  és H i l b e r t  t e r e k e n  l e ­
z a j l ó  k é s l e l t e t e t t  és  nem k é s l e l t e t e t t  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  
e x i s z t e n c i a p r o b l é m á i v a l  f o g l a l k o z u n k .  A t é m a v á l a s z t á s  j e l e n ­
t ő s é g é n e k  jo b b  m e g v i l á g í t á s a  é r d e k é b e n  e l ő s z ö r  a d i f f e r e n c i á l  
j á t é k o k  k u t a t á s a i n a k  néh án y  j e l l e g z e t e s s é g é v e l  f o g l a l k o z u n k ,  
i r o d a l m i  h i v a t k o z á s o k  n é l k ü l ,  h i s z e n  e z e k  b ő s é g e s e n  m e g t a l á l ­
h a t ó k  a j á t é k o k  t ö r t é n e t é n e k  l e í r á s á b a n .
A d i f f e r e n c i á l j  á t  ékok k u t a t á s i  e redm énye inek ,  zöme k é t ­
s z e m é ly e s  j á t é k o k h o z  k a p c s o l ó d i k .  Az N - s z e m é ly e s  j á t é k o k  k u ­
t a t á s a  az 1 9 7 0 - e s  év ek  e l e j é v e l  i n d u l t  meg. A k u t a t á s i  e redm é  
n y é k é t  l é n y e g é b e n  k é t  c s o p o r t b a  s o r o l h a t j u k :
1 .  J e l l e m z é s t  ad a j á t é k b a n  f e l l é p ő  p e r e m é r t  é k f e l a d a t o k  
m e g o l d á s a i r a .
2 .  Az e m l i t e t t  p e r e m é r t é k f e l a d a t o k ,  m e g o l d h a t ó s á g á t  v i z s ­
g á l j a .
Mint e z t  a d i f f e r e n c i á l j  á t  ékok t ö r t é n e t é n é l  l á t h a t j u k , a  
k é t s z e m é l y e s  és  az  N s z e m é ly e s  j á t é k o k  k u t a t á s a i n a k  e l s ő  l é ­
p é s e i t  az 1 .  c s o p o r t b a  s o r o l h a t j u k .  Ennek o k á t  könnyen  meg­
é r t h e t j ü k ,  ha  a r r a  g o n d o l u n k ,  hogy a v a r i á c i ó s z á m i t á s b a n  p é l ­
d á u l  m en n y iv e l  könnyebb az  e x t r e m á l i s  p á l y á k a t  j e l l e m e z n i ,  
m in t  a m e g f e l e l ő  o p t i m u m f e l a d a t  m e g o ld á s n a k  l é t e z é s é t  b e b i z o ­
n y í t a n i .
A m e l l e t t ,  hogy az  N - s z e m é ly e s  j á t é k o k  k u t a t á s a  nem nagy  
m ú l t r a  t e k i n t  v i s s z a ,  a 2 .  c s o p o r t b a  t a r t o z ó  m in ő s é g i  p r o b l é ­
mák v i z s g á l a t á t  az  i s  n e h e z i t i ,  hogy i t t  e l k e r ü l h e t e t l e n ü l
4k o o p e r a t i v  m i n ő s é g i  j á t é k o k  p r o b l é m á i  k e r ü l n e k  e l ő ,  é s  ez  a 
p r o b l é m a m e g f o g a l m a z á s t  i g e n  s z e r t e á g a z ó v á  t e s z i ,  é s  e l b o n y o l i t -  
j a .  Ez m a g y a r á z z a ,  hogy N = 2 e s e t b e n  m in ő s é g i  p r o b l é m á k k a l  f o g ­
l a l k o z ó  d o l g o z a t o k  k o n k r é t  f e l a d a t o k k a l  f o g l a l k o z n a k ,  de l e g a ­
l á b b i s  s p e c i á l i s  d i n a m i k á j ú  j á t é k o k a t  v i z s g á l n a k . -
A k é t  é s  N - s z e m é l y e s  j á t é k o k n á l  t a l á l k o z u n k  a z z a l  a t ö r e k ­
v é s s e l ,  hogy a b s z t r a k t  t e r e k e n  i s  v i z s g á l j u k  ő k e t .  A j á t é k o k ­
k a l  m o d e l l e z e t t  g y a k o r l a t i  p r o b l é m á k n á l  u g y a n i s  g y a k r a n  j á t ­
s z a n a k  s z e r e p e t  v é l e t l e n  t é n y e z ő k ,  és  i l y e n k o r  s o k s z o r  i g e n  
k é z e n f e k v ő  -  s ő t  s z ü k s é g e s  -  a f á z i s p o n t  h e l y e t t  v a l ó s z i n ü s é g i  
v á l t o z ó t  v i z s g á l n i .  De a b s z t r a k t  t e r e k e n  l e z a j l ó  j á t é k o k h o z  
v e z e t n e k  a p a r c i á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k k e l  m eg fo g a lm a z h a tó  
j á t é k o k  i s .
T é m a v á l a s z t á s u n k n a k  e r ö v i d  t ö r t é n e t i  h á t t é r r e l  v a l ó  i n ­
d o k l á s a  u t á n  n é z z ü k  meg r ö v i d e n  a d o l g o z a t  f e l é p í t é s é t  és az 
e r e d m é n y e k e t :
A 0 . § - b a n  az  h - s z e m é l y e s  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k a t , 
mint  s p e c i á l i s  N - s z e m é ly e s  k l a s s z i k u s  j á t é k o k a t  d e f i n i á l j u k .
Az h - s z e m é l y e s  m in ő s é g i  j á t é k o k a t  p e d i g  az N - s z e m é l y e s  d i f f e ­
r e n c i á l  j  á t  ékok  egy s p e c i á l i s  o s z t á l y a k é n t  a d ju k  meg, ami l e h e ­
t ő v é  t e s z i ,  h o g y  a k l a s s z i k u s  k o o p e r a t i v  j á t é k o k  m i n t á j á r a  v e t ­
h e s s ü n k  f e l  a z  e g y é b k é n t  e l é g  n e h e z e n  k e z e l h e t ő  p r o b l é m á k a t .
D o l g o z a t u n k  c é l j a ,  m in t  e z t  már l á t t u k ,  e x . i s z t e n c i a p r o b -  
lémák v i z s g á l a t a .  A f e l l é p ő  p e r e m f e l a d a t o k  m e g o ld á s á n a k  l é t e ­
z é s é h e z  a p e r e m t ő l  és h e l y t ő l  f ü g g ő  f e l t é t e l e k e t  k e l l  s z a b n i  
a j á t é k  d i n a m i k á j á r a .  M iu tá n  az  á l t a l á b a n  v a r i á c i ó s  m ó d sz e re ­
ken  a l a p u l ó  s z ü k s é g e s  f e l t é t e l e k  o l y a n o k ,  hogy ha  l é t e z i k  az
5a d o t t  p r o b lé m á n a k  m e g o ld á s a ,  a z t  e g y é r t e l m ű e n  j e l l e m z i k ,  k é ze n '  
f e k v ő  e z e k b ő l  k i i n d u l n i .  Mi az  i r o d a l o m b a n  t a l á l h a t ó  szám os 
m ódszer  k ö z ü l  K r a s z o v s z k i j  l o k á l i s  s t r a t é g i a v á l a s z t á s á t  v e s z -  
s z ü k  a l a p u l  /  [ 1 6 J / .  A m ódszere ,  ha van m e g o ld á s ,  a z t  m e g a d ja .  
Mi a z o n b a n  a z t  i s  s z e r e t n é n k  t u d n i ,  hogy az  a d o t t  c é l  é r d e k é ­
ben e l é g  jó  e a m ó d s z e r r e l  h o z o t t  d ö n t é s ,  v á r h a t ó - e  a m e g o ld á s  
l é t e z é s e .  E z é r t  a z  a d o t t  p o n t b a n  h o z o t t  d ö n t é s t  m i n ő é i t j ü k , é s  
a z t  mondjuk,  hogy ha  t u d t u n k  az a d o t t  c é l  s z e m p o n t j á b ó l  e l é g  
j ó  d ö n t é s t  h o z n i ,  a k k o r  e f e l a d a t  s z e m p o n t j á b ó l  f ö l é n y b e n  v a ­
gyunk a t ö b b i  j á t é k o s s a l  szem ben .  E m i n ő s i t é s  a l a p j á t  az  k é p e ­
z i ,  hogy  a s z ó b a n f o r g ó  m ó dszerben  egy az  a d o t t  p o n th o z  t a r t o z ó  
f u n k c i o n á l  n y e r e g p o n t j a  l e s z  a j ó  s t r a t é g i a v á l a s z t á s .  Hogy e z  
e l é g  e a " n y e r é s h e z " ,  v a g y i s  k ö z e l e b b  v i s z  e a c é l h o z  vagy 
sem, e z t  a f u n k c i o n á l n a k  n y e r e g p o n t j á b a n  f e l v e t t  é r t é k e  a l a p ­
j á n  d ö n t j ü k  e l .  A d o l g o z a t b a n  v i z s g á l t  n é g y f é l e  a l a p f e l a d a t ­
n a k  m e g f e l e l ő e n  négy  i l y e n  f ö l é n y f o g a l m a t  v e z e t ü n k  be az  l . § -  
b a n ,  és  e z e k  k a p c s o l a t a i n a k  v i z s g á l a t a  m e l l e t t  i t t  v e z e t j ü k  
be a s t r a t é g i á k  l o k á l i s  m e g v á l a s z t á s i  s z a b á l y á t  i s .
A 2 . § - b a n  a z t  t é t e l e z z ü k  f e l ,  hogy egy t a r t o m á n y  m inden  
p o n t j á h o z  m egad tuk  a p o n t  egy k ö r n y e z e t é b e n  a c é lu n k h o z  " j ó ­
n a k  m i n ő s í t e t t "  s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l y t .  A z t  a k é r d é s t  
v e t j ü k  f e l ,  hogy  mely f e l t é t e l e k  m e l l e t t  a d h a t ó  meg minden 
p o n t h o z  e g y é r t e l m ű e n  e l o k á l i s  s t r a t é g i á k k a l  ö s s z h a n g b a n  l e v ő  
g l o b á l i s  s t r a t e g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l y  úgy,  hogy  bá rm e ly  k e z d e -  
t i é r t é k p r o b l é m á n a k  l e g y e n  m e g o ld á s a ?  I r o d a l o m b ó l  i s  i s m e r t ,  
hogy ez  á l t a l á b a n  nem l e h e t s é g e s .  S z e p a r á b i l i s  Banach -  t e r e k  
e s e t é r e  m egfoga lm azunk  egy f e l t é t e l t ,  és  egy m ó d s z e r t  i s
6adunk  a " s z a b á l y o s "  h a lm a z o k  b e v e z e t é s é v e l  a f e n t i  p r o b lé m a  e 
f e l t é t e l ' m e l l e t t i  m e g o l d á s á r a .  Az e g y é r t e l m ű s é g  e l e j t é s é v e l  
a zo n b an  adunk  k é t  m ó d s z e r t ,  am e lyek  m inden  o l y a n  e s e t b e n  a l ­
k a lm a z h a t ó k ,  h a  a l o k á l i s  s t r a t é g i á k  é r t e l m e z é s i  t a r t o m á n y a  
n y i l t .  A s z a b á l y o s  ha lmaz  f o g a l m á h o z  h a s o n l ó t  B r u n o v s k i j  v e z e t  
be [51] - b e n  t a l á l h a t ó  d o l g o z a t á b a n .  Az i t t  t a l á l h a t ó  j e l l e m ­
z é s e k e t  és k o n s t r u k c i ó k a t  a z o n b a n  nem e m l i t i .
A 3 . § - b a n  b e m u t a t o t t  a l k a l m a z á s o k n á l  a z t  m u t a t j u k  b e ,  hogy 
ha az  l . § - b a n  d e f i n i á l t  " m i n ő s i t ő "  f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l n e k  a 
j á t é k b a n  s z e r e p l ő  p e r e m é r t  é k p ro b lé m a  c é l h a l m a z á n a k  h a t á r p o n t ­
j a i r a ,  ak k o r  a z  l . § - b a n  m e g a d o t t  m ó d s z e r r e l  f e l é p í t e t t  l o k á l i s  
s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l y o k a t  ö s s z e f ű z v e  a 2 . § - b a n  m eg ad o t t  
m ódszerek  k ö z ü l  a m e g f e l e l ő v e l ,  a m e g f e l e l ő  f e l a d a t  m eg o ld h a tó  
/ a z a z  az e l f u t á s ,  vagy e l f o g á s  m e g v a l ó s u l / .  Ennek j e l e n t ő s é g e  
k e t t ő s :
1. E x i s z t e n c i a  p r o b l é m á k n á l  n e h é z  k é r d é s ,  hogy h o l  k e l l  
k ö v e t e l m é n y e k e t  t á m a s z t a n i ?  I t t  e k é r d é s r e  e g y s z e r ű  v á l a s z t  
a d u n k :  e l f u t á s h o z  e l e g e n d ő  a c é l h a l m a z  p e r e m p o n t j a i t  v i z s g á l ­
n u n k ,  e l f o g á s n á l  p e d ig  a h a t á r p o n t o k  v i z s g á l a t a  b i z t o s í t h a t  
o l y a n  k ö r n y e z e t e t ,  a h o n n é t  k i i n d u l ó  j á t é k  b i z t o s a n  e l f o g á s s a l  
v é g z ő d i k .
2. A p e r e m e n  könnyen e l l e n ő r i z h e t ő - e  a f e l t é t e l ?  E r r e  i s  
i g e n l ő  v á l a s z t  a d h a t u n k ,  k ü l ö n ö s e n  H i l b e r t  t e r e k e n  és  v ég es  
d im e n z ió s  t e r e k e n .  T e r m é s z e t e s e n  úgy é r t v e  e v á l a s z t ,  hogy a 
d i n a m i k á t  l e i r ó  e g y e n l e t  b o n y o l u l t s á g á t ó l  e l t e k i n t ü n k .
A b e b i z o n y í t o t t  k é t  a l a p t é t e l  j e l e n t ő s é g e  a z ,  hogy l e h e ­
t ő v é  t e s z i  a p á l y a  egy b e c s l é s e ,  m int  i n f o r m á c i ó  a l a p j á n  az
7e l f u t á s t  i l l e t v e  e l f o g á s t  a m e g f e l e l ő  f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l é s e  
e s e t é n .  E z t  a d o l g o z a t b a n  c s a k  a k é s l e l t e t e t t  i n f o r m á c i ó j u  j á ­
t é k o k r a  h a s z n á l t u k  f e l ,  de l e h e t ő s é g e t  ad más e s e t e k b e n  p o n t a t ­
l a n  i n f o r m á c i ó  m e l l e t t i '  " n y e r é s "  b i z t o s í t á s á r a .
A H i l b e r t  t e r e k r e  v o n a tk o z ó  e redm ények  j e l e n t ő s é g e  a z ,  
hogy k o n v e x  c é l h a l m a z o k  e s e t é n  t i s z t á n  c s a k  a f ö l é n n y e l  megad­
h a t ó k  a már e m l i t e t t  e l f o g á s i - e l f u t á s i  f e l t é t e l e k .  Banach t e ­
r e k  e s e t é b e n  a t e r e k  g e o m e t r i á j a  m i a t t  még k o n v e x  c é l h a l m a z o k ­
r a  i s  g e o m e t r i a i  j e l l e g ű  m e g s z o r í t á s o k a t  k e l l  t e n n i .  Az a d o t t  
f e l t é t e l e k  é l e s s é g é t  m u a t j a  a z  u t o l s ó  k é t  t é t e l ,  amely s z e r i n t  
úgy k é s l e l t e t e t t ,  m in t  p e d i g  nem k é s l e t e t e t t  i n f o r m á c i ó j u  e s e t ­
ben b i z o n y o s  konvex  c é l h a l m a z o k  m e l l e t t  az e l f u t á s r a  a d o t t  f e l ­
t é t e l  s z ü k s é g e s  és e l e g e n d ő .  Ehhez h a s o n l ó  e r e d m é n y e k e t  v é g e s  
d i m e n z i ó s  e s e t b e n  Lagunov é r t e  e l ,  de s p e c i á l i s  d i n a m i k á j ú  
r e n d s z e r  f e l t é t e l e z é s é v e l ,  és  c s a k  e g y i d e j ű  i n f o r m á c i ó  m e l l e t t .
E s z ü k s é g e s  és  e l e g e n d ő  f e l t é t e l n e k  é r d e k e s s é g e  abban  á l l  
még, hogy  a z t  b i z o n y l t j u k  b e ,  hogy ha a K k o a l í c i ó n a k  n i n c s e n  
meg a k é s l e l t e t é s  n é l k ü l i  e l f u t á s h o z  a f ö l é n y e ,  a k k o r  az I \ K  
/ T ö b b i e k  c s o p o r t j a /  k o a l i c i ó  szám ára  van o l y a n  k i i n d u l á s ,  hogy  
még k é s l e l t e t e t t  i n f o r m á c i ó  m e l l e t t  i s  c é l h o z  é r .  Ha p e d i g  a 
K k o a l í c i ó n a k  n i n c s e n  meg a k é s l e l t e t e t t  i n f o r m á c i ó  m e l l e t t i  
e l f u t á s h o z  s z ü k s é g e s  f ö l é n y e ,  a k k o r  az I \ K  k o a l i c i ó  szám ára  
van o l y a n  k i i n d u l á s ,  hogy  e g y i d e j ű  i n f o r m á c i ó  m e l l e t t  b i z t o ­
s a n  c é l h o z  é r .
V égü l  p e d i g  a v á z o l t  n u m e r ik u s  e l j á r á s  j e l e n t ő s é g é r e  h i v -  
j u k  f e l  a f i g y e l m e t ,  am e ly n e k  a k o n v e r g e n c i á j á t  b i z t o s í t j á k  a 
§ . a l a p t é t e l e i ,  és  i g y  m in d e g y ik  f e n t  e m l i t e t t  e s e t b e n  a l k a l ­
m azható  és  ha a m e g f e l e l ő  e l m é l e t i  t é t e l  s z e r i n t  egy f e l a d a t
8m e g o l d h a t ó , a k k o r  az  a d o t t  n u m e r ik u s  e l j á r á s  e g y ú t t a l  a f e l a ­
d a t o t  meg i s  o l d j a .
A H i l b e r t  t e r e k e n  k o n v e x  c é l b a I m a z o k k a l  m e g f o g a lm a z o t t  
p r o b lé m á h o z  még a z t  t e s s z ü k  h o z z á ,  hogy  e z e k  a f e l a d a t o k  már 
magukba f o g l a l j á k  a k l a s s z i k u s  k é t s z e m é l y e s  ü l d ö z é s i  e l f u t á s i  
j á t é k o k a t  i s .
E z ú to n  s z e r e t n é k  k ö s z ö n e t é t  mondani  d r . K ó s a  A n d rá sn a k  d ő l  
g o z a to m  e l k é s z í t é s é b e n  n y ú j t o t t  t á m o g a t á s á é r t  és  é r t é k e s  t a ­
n á c s a i é r t  .
9A d i f f e r e n c i á l . i á t é k o k  t ö r t é n e t e «
A d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  p r o b l é m a k ö r e  az  1 9 4 o - e s  évek  v é g é n  
k e z d e t t  k i a l a k u l n i .  A téma e l s ő  d o l g o z a t a  R. I s a a c s  n e v é h e z  
f ű z ő d i k  és 1951 .  novem ber  1 7 -é n  j e l e n t  meg /R a n d  R e p o r t ,  P -  
2 5 7 ,  Games o f  P u r s u i t / .  E d o l g o z a t b a n  s z e r z ő j e  még nem h a s z n á l ­
j a  a d i f f e r e n c i á l j á t  ék e l n e v e z é s t  é s  m in t  maga Í r j a  [ 7 ]  d o l g o ­
z a t á b a n ,  t a r t a l m a z  e l e m i  h i b á k a t .
Az 1 9 5 o - e s  é v e k b e n  s z ü l e t e t t  e re d m én y e k  zömükben z á r t  
k ö z le m é n y ek b e n  j e l e n t e k  meg. A d i f f e r e n c i á l j á t é k  e l n e v e z é s  i s  
eb b en  az  i d ő s z a k b a n  a l a k u l t  k i  é s  R.  I s a a c s - t ó l  s z á r m a z i k .  Ez­
z e l  m a g y a r á z h a t ó ,  h o g y  a j á t é k o k  p r o b l é m a k ö r é h e z  t a r t o z ó  k ü ­
l ö n b ö z ő  f e l a d a t t í p u s o k a t  nem k ü l ö n b ö z ő  c i k k e k  s o r o z a t á b ó l  s z o ­
k á s  i d é z n i ,  hanem R. I s a a c s  1 9 6 5 -b e n  m e g j e l e n t  k ö n y v é t  t e k i n t -  
j ü k  k i i n d u l á s i  i r o d a l o m n a k  / l d  [ ö ]  / .  A s z e r z ő  eb b en  ö s s z e f o g ­
l a l j a  k o r á b b i  p r ó b á l k o z á s a i t  és s z é p  r e n d s z e r b e n  so k  m e g o l d a t ­
l a n  m e g f o g a lm a z o t t  p r o b l é m á t  ad  k ö z r e  t e r m é s z e t e s e n  s a j á t  e -  
r e d m é n y e i  m e l l e t t .  A könyv nagy j e l e n t ő s é g e  a b b a n  á l l ,  hogy  a 
d i f f e r e n c i á l j á t é k o k n a k  s z i n t e  v a l a m e n n y i  j e l l e g z e t e s  s a j á t o s ­
s á g á t  b e m u t a t j a .
A d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  t o v á b b f e j l ő d é s é r e  i g e n  nagy  h a t á s t  
g y a k o r l ó  m ás ik  j e l e n t ő s  esemény P o n t r j a g i n  -  B o l t j a n s z k i j  -  
G a m k re l id z e  -  M isc se n k ó  1 9 6 2 -b en  m e g j e l e n t  [37] müve v o l t .  E 
k ö n yvben  s z e r z ő i  o p t i m á l i s  v e z é r l é s e l m é l e t i  p r o b lé m á k  m ego l­
d á s á r a  a d t a k  m ó d s z e r t  m ax im um elvükke l ,  á t h i d a l v a  a B e l lm a n  -  
f ü g g v é n n y e l  k a p c s o l a t o s  d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g i  p r o b l é m á k a t .  Ez 
az  eredmény a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  e l m é l e t é n e k  i s  e l s ő  á t ü t ő  
m ó d sze re  v o l t ,  h i s z e n  a v e z é r l é s e l m é l e t  mint  e g y s z e m é l y e s
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d i f f e r e n c i á l j  á t  é k ,  a téma egy  f e j e z e t é t  k é p e z i .
Az e g y s z e m é l y e s  j á t é k o k  o p t i m á l i s  m e g o l d á s á r a  k i d o l g o z o t t  
u t  a k é t s z e m é l y e s  j á t é k o k n á l  m in d k é t  f é l  s zám ára  e l f o g a d h a t ó  
-  o p t i m á l i s  -  s t r a t é g i a p á r o k  k e r e s é s é r e  i r á n y í t o t t a  a f i g y e l ­
m et .  A k é t  j á t é k o s  e l l e n t é t e s  c é l j á t  i l y e n k o r  úgy f e j e z z ü k  k i ,  
hogy e g y e t l e n  c é l f ü g g v é n y t  a d u n k  meg, m e ly e t  az  e g y i k  j á t é k o s  
m a x i m a l i z á l n i ,  a másik  p e d i g  m i n i m a l i z á l n i  a k a r .  Az o l y a n  j á ­
t é k o k a t ,  a h o l  m in d e g y ik  j á t é k o s h o z  t a r t o z i k  egy k i f i z e t ő f ü g g ­
v é n y ,  amely k i f e j e z i  az  i l l e t ő  j á t é k o s  n y e re m é n y é t  az  ö s s z e s  
j á t é k o s  s t r a t é g i a v á l a s z t á s á n a k  f ü g g v é n y é b e n ,  k v a n t i t a t í v  j á t é k ­
n ak  n e v e z z ü k .  Ha p e d i g  k é t  s z e m é l y e s  j á t é k o k  e s e t é b e n  a k é t  
j á t é k o s  k i f i z e t ő f ü g g v é n y e  egym ásnak  m inusz  e g y s z e r e s e ,  ekkor  
a n t a g o n i s z t i k u s  0 - ö s s z e g ü  j á t é k r ó l  b e s z é l ü n k .  E j á t é k o k  megol­
d á s á n a k  e l s ő  p r ó b á l k o z á s a i  a d i n a m i k u s  p r o g r a m o z á s  B e l lm an  
e g y e n l e t é n e k  k é t s z e m é l y e s  j á t é k o k n á l  m e g f e l e l ő  I s a a c s - B e l l m a n  
e g y e n l e t h e z  v e z e t t e k ,  am e ly  R. I s a a c s  1 9 6 5 -b e n  m e g j e l e n t  már 
e m l i t e t t  [ 6 ]  k ö n y v éb en  i s  m e g t a l á l h a t ó ,  t e r m é s z e t e s e n  i g e n  
e g y s z e r ű  o l y a n  p é l d á k  k í s é r e t é b e n ,  a m e ly e k n é l  az  e g y e n l e t n e k  
n i n c s e n  a m ó d s z e r  a l k a l m a z h a t ó s á g á h o z  s z ü k s é g e s  e g y é r t é k ü  s i ­
ma m e g o ld á s a .  A Be l lm an -  e g y e n l e t  p r o b l é m á i n a k  f e l o l d á s á b a n  
o ly  s i k e r e s  maximum-elv a n a l ó g j a k é n t  f e l v e t ő d ö t t  egy maximum­
minimum -  e l v  f e l á l l í t á s á n a k  g o n d o l a t a  az  " i d ő - o p t i m u m ” i l l e t ­
ve egy á l t a l á n o s a b b  p r o b l é m a  e s e t é b e n .  Az e g y i k  e l s ő  i l y e n  e -  
redmény 1 9 6 2 - b e n  a [ l7  ] d o l g o z a t b a n  j e l e n t  meg é s  a [37] - r e  
t á m a s z k o d i k .
Maga P o n t r j a g i n  i s  e z e n  a z  u t ó n  i n d u l t  e l  [3CfJ d o l g o z a t á ­
b a n .  I d e v á g ó  e r e d m é n y e i t  [3 1 ] d o l g o z a t á b a n  z á r j a  l e ,  egy
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e g y s z e r ű  m e l l é k e l t  p é l d á v a l ,  m e ly re  a z  á l t a l a  k i d o l g o z o t t ,  a k ­
k o r  l e g á l t a l á n o s a b b  módszer  nem a l k a l m a z h a t ó .
Hamar k i d e r ü l t  t e h á t ,  hogy a v e z é r l é s e l m é l e t b e n  k i d o l g o ­
z o t t  l e g h a t á s o s a b b  m ó d sze rek  i s  i g e n  m é r s é k e l t  s i k e r r e l  a l k a l ­
m azha tók  a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  p r o b l é m á i n á l .  Némi m a g y a r á z a t ­
t a l  s z o l g á l  a z o n b a n ,  hogy a d d i g ,  mig egy o p t i m u m f e l a d a t  l e g a ­
l á b b  £ - o p t i m á l i s  m eg o ld ásáh o z  e l e g e n d ő ,  hogy a k ö l t s é g f u n k ­
c i o n á l  f e l ü l r ő l  k o r l á t o s  l e g y e n ,  op t im um  l é t e z é s é h e z  p e d i g  
e l e g e n d ő ,  hogy a f u n k c i o n á l  é r t e l m e z é s i  t a r t o m á n y a  v a l a m i l y e n  
é r t e l e m b e n  z á r t  l e g y e n  / é s  t e r m é s z e t e s e n  az  é r t e l m e z é s i  t a r t o ­
mány ne l e g y e n  ü r e s / ,  egy min-max f e l a d a t  m e g o l d h a t ó s á g á h o z  az  
s z ü k s é g e s ,  hogy a k ö l t s é g f u n k c i o n á l n a k  n y e r e g p o n t j a  l e g y e n .  Ha 
i l y e n  van ,  a f u n k c i o n á l n a k  e p o n t b a n  f e l v e t t  é r t é k é t  n e v e z z ü k  
a j á t é k  é r t é k é n e k .  Könnyű p é l d á t ^ m u t a t n i  a r r a ,  hogy a j á t é k n a k  
á l t a l á b a n  n i n c s e n  é r t é k e ,  ami a z t  j e l e n t i ,  hogy a j á t é k b a n  
n i n c s  m indké t  f é l  s z á m á r a  e l f o g a d h a t ó  kompromisszum. M indké t  
f é l  szám ára  e l f o g a d h a t ó  s z i t u á c i ó  o l y a n  s t r a t é g i a p á r t  j e l e n t ,  
a m e l y n é l  m indké t  f é l  b i z t o s  l e h e t  a b b a n ,  hogy ha a n y e r e g p o n ­
t o t  j e l e n t ő  s t r a t é g i a p á r  ő t  i l l e t ő  kom p o n en sé t  v á l a s z t o t t a ,  -a 
m ás ik  f é l n e k  é rd e k e  a m ás ik  komponens v á l a s z t á s a .  Ez e g y ú t t a l  
a z t  i s  j e l e n t i ,  hogy a k ö l t s é g f ü g g v é n y  t u l a j d o n s á g a i  a l a p j á n  
i n f o r m á c i ó t  n y e r h e t ü n k  a másik  j á t é k o s  v á l a s z t á s á r ó l  és  e n n e k  
az  a f e l t é t e l e ,  hogy a j á t é k n a k  l e g y e n  é r t é k e .
Ha a zonban  n i n c s  a j á t é k n a k  é r t é k e ,  v a l a m i l y e n  f e l t e v é s ­
s e l  k e l l  é ln ü n k  a m á s ik  f é l  v á l a s z t o t t  s t r a t é g i á j á r ó l .  Az 
e g y i k  s z o k á s o s  i l y e n  f e l t e v é s  s z e r i n t  minden t  i d ő p o n t b a n  i s ­
m e r tn e k  t é t e l e z z ü k  f e l  a m ás ik  j á t é k o s  v á l a s z t á s á t  v a l a m e n n y i
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t ’ , t ’ <  t  - r e .  A m e g e n g e d e t t  e g y e n l ő s é g e t  an n ak  h a t á r e s e t e ­
k é n t  é r t e l m e z h e t j ü k ,  hogy k i s e b b  k é s é s s e l  n y e r ü n k  i n f o r m á c i ó t  
az  e l l e n f é l r ő l ,  m in t  az r ó l u n k .  G y a k o r l a t i  s z e m p o n t b ó l  t e r m é ­
s z e t e s e n  e r ő s e n  v i t a t h a t ó  e z  a f e l t e v é s ,  m in t  e z t  R. I s a a c s  
m e g je g y z i  a már e m l i t e t t  / 1 9 7 4 - e s  c i k k g y ű j t e m é n y /  d o l g o z a ­
t á b a n ,  m égis  még u g y anabban  a c ik k g y ű j t e m é n y b e n  i g e n  n e v e s  
s z e r z ő  / P s c h e n i c h n i j /  é l  a z z a l  a f e l t e v é s s e l ,  hogy a z  e l l e n f é l  
s t r a t é g i á j á t  e g y  k i s  i n t e r v a l l u m o n  e l ő r e  i s m e r i .  Ez i s  m u t a t j a  
hogy nem k ö n n y ű  a s z ó b a n f o r g ó  k i s e g i t ő  f e l t e v é s t  úgy m egvá lasz  
t a n i ,  hogy a t o p o t t  m a t e m a t i k a i  m o d e l l  k e z e l h e t ő  i s  l e g y e n  és 
j á t é k o t  m o d e l l e z z e n .
A f e n t i  f e l t e v é s  m e l l e t t  az  a f e l a d a t u n k ,  hogy  a d o t t  p e ­
r e m f e l t é t e l  m e g o ld á s á h o z  v e z e t ő  s t r a t é g i a p á r t  a d j u n k  meg, á l ­
t a l á b a n  o p t i m a l i t á s i  k r i t é r i u m  n é l k ü l .  Ez a j á t é k o k k a l  model­
l e z e t t  g y a k o r l a t i  p r o b lé m á k n a k  a z t  a j e l l e g z e t e s s é g é t  t ü k r ö z i ,  
hogy e l s ő d l e g e s  k é r d é s  a p e r e m f e l t é t e l  m eg o ld ása  / a z a z  az 
a d o t t  c é l  e l é r é s e / ,  és c s u p á n  m á s o d la g o s  az o p t i m á l i s  e l é r é s e .  
E m e g g o n d o lá so k  v e z e t t e k  a m i n ő s é g i  j á t é k o k  f o g a l m á n a k  k i a l a ­
k u l á s á h o z ,  a h o l  a j á t é k  c é l j a  a z  a d o t t  p e r e m f e l t é t e l e k  t e l j e ­
s í t é s e .
E f e j t e g e t é s e k  m in te g y  t ü k ö r k é p é t  a d j á k  az  1 9 6 4 -6 5  
k ö v e t ő  4 -5  é v e s  i d ő s z a k  k u t a t á s a i n a k .
A már e m l i t e t t  -  1 9 6 6 - b a n  m e g j e l e n t  -  [ 3 l 3  d o l g o z a t á b a n  
P o n t r j a g i n  r á m u t a t o t t  a min-max e l v e n  a l a p u l ó  v a r i á c i ó s  mód­
s z e r e k  k o r l á t á i r a .  E g y ú t t a l  f e l m e r ü l t  az  i g é n y  u j  m ódszerek  
k e r e s é s e  i r á n t .  Az ú t k e r e s é s  j e l e n t ő s  á l l o m á s á t  j e l e n t e t t e  
P o n t r j a g i n  1 9 6 7 - e s  Los a n g e l e s i  ú t j a ,  m elynek  s o r á n  tö b b
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e l ő a d á s t  t a r t o t t  e r e d m é n y e i r ő l  k ü lö n b ö z ő  a m e r i k a i  v á ro s o k b a n  
/ l d .  [ 3 3 ]  / .  A t o v á b b h a l a d á s h o z  s z ü k s é g e s  l ö k é s t  e z e n  ú t j a  s o r á n  
E.  P o l l a k k a l  a B e r k l i n i  e g y e te m  p r o f e s s z o r á v a l  f o l y t a t o t t  b e ­
s z é l g e t é s  a d t a .  P o l a k  k i f e j t e t t e ,  hogy vé lem én y e  s z e r i n t  a l i ­
n e á r i s  j á t é k o k  p r o b l é m á i t  minden a d d i g i n á l  á l t a l á n o s a b b a n  l e ­
h e t n e  m e g o l d a n i ,  a l i n e a r i t á s  f e l h a s z n á l á s á v a l .  Ez a z é r t  v o l t  
i g e n  f i g y e l e m r e  m é l t ó ,  m er t  a [ 3 1 ]  d o l g o z a t  f ü g g e l é k é n e k  e l l e n ­
p é l d á j a  egy i g e n  e g y s z e r ű  l i n e á r i s  j á t é k  v o l t ,  m á s r é s z t  [ 3 2 3  
d o l g o z a t á b a n  a [ 3 1 ]  d o l g o z a t  n e m l i n e á r i s  m ó d s z e r e i t  p r ó b á l j a  
l i n e á r i s  j á t é k o k r a  á l t a l á n o s í t a n i . A m e r ik a i  ú t j á t  k ö v e tő e n  
/ l d .  a [ 3 3 ]  d o l g o z a t o k /  l i n e á r i s  j á t é k o k k a l  f o g l a l k o z i k .  Az 
e l f o g á s t  t á r g y a l j a ,  de nem v a r i á c i ó s  m ó d s z e r e k k e l ,  hanem a l i ­
n e a r i t á s  f e l h a s z n á l á s á v a l .  D o l g o z a t a i b a n  a z z a l  a f e l t e v é s s e l  
é l ,  hogy  az  e l f o g ó  j á t é k o s  s t r a t é g i a v á l a s z t á s á h o z  i s m e r i  az  
e l l e n f é l  v á l a s z t á s á t  az  a d o t t  i d ő p i l l a n a t b a n ,  v a g y i s  i n f o r m á ­
c i ó s  f ö l é n y b e n  v an .  Bár  m áso d ik  d o l g o z a t á n a k  m ó d s z e r e  " o p t im á ­
l i s "  m e g o l d á s t  ad az  " id ő o p t im u m "  f e l a d a t r a ,  nem t ö r e k s z i k  
o p t i m á l i s  s t r a t é g i á r a ,  c s u p á n  az  e l f o g á s  i d ő p o n t j á r a  ad f e l s ő  
k o r l á t o t .
P o n t r j a g i n  d o l g o z a t á t  számos l i n e á r i s  j á t é k o k k a l  f o g l a l ­
kozó d o l g o z a t  k ö v e t t e .  Ezek e g y r é s z t  az  á l l a n d ó  e g y ü t t h a t ó s  
e s e t r e  k i d o l g o z o t t  m ó d s z e r t  i g y e k e z n e k  á l t a l á n o s í t a n i  v á l t o z ó ­
e g y ü t t h a t ó s  l i n e á r i s  r e n d s z e r e k r e ,  m á s r é s z t  az  e l f o g á s i  i d ő ­
v e l ,  m in t  f u n k c i o n á l l a l  m e g a d o t t  m e n n y i s é g i  j á t é k n a k  p r ó b á l j á k  
a n y e r e g p o n t j á t  m e g h a t á r o z n i .  P o n t r j a g i n  m ó d s z e r é t  á l t a l á n o ­
s í t j a  N y i k o l s z k i j  1 9 6 9 - b e n  m e g j e l e n t  [ 2 1 ]  d o l g o z a t á b a n .
A l i n e a r i t á s t  P o n t r j a g i n t ó l  e l t é r ő e n  f e l h a s z n á l ó  k é t  u t a t
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k e l l  k i e m e l n ü n k ,  m elyek  e g y ú t t a l  az  e l f o g á s i  i d ő r e  v o n a tk o z ó  
minimax p r o b l é m á t  i s  m e g o l d j á k .  Az e g y i k  u t  P s e n y i c s n y i j  n e v é ­
h e z  f ű z ő d i k ,  / l d .  [ 3 8 ]  / ,  és  konvex i r á n y i t á s i  t a r t o m á n y o k  f e l -  
t é t e l e z é s e  m e l l e t t  m ó d s z e re  konvex h a lm a z o k n a k  h i p e r s i k k a l  va ­
l ó  e l v á l a s z t h a t ó s á g á n  a l a p s z i k .
A m ás ik  m ódszer  K r a s z o v s z k i j t ó i  é s  m u n k a t á r s a i t ó l  s z á r m a ­
z i k .  Az i d e  k a p c s o l ó d ó  d o l g o z a t a i k  / l d .  p l .  [ 8 ]  /  e r e d m é n y e i t  
é s  a m ó d s z e r t  K r a s z o v s z k i j  1 9 6 9 -b en  m e g j e l e n t  [9 J  könyve  f o g ­
l a l j a  ö s s z e .  A módszer  l é n y e g e ,  hogy g e o m e t r i a i l a g  k e r e s i  meg 
az  e l f o g ó  j á t é k o s  s z á m á r a  a z t  a p Q c é l p o n t o t  v a la m e ly  ^  i d ő ­
p o n t b a n ,  a m e l l y e l  az  e l f u t ó  j á t é k o s t  l e g j o b b a n  m e g k ö z e l í t h e t i  
a n n a k  b á rm e ly  s t r a t é g i á j a  m e l l e t t .  / E z  v a l ó j á b a n  egy min-max 
f e l a d a t  g e o m e t r i a i  m e g o l d á s á t  j e l e n t i . /  E p Q p o n t  o p t i m á l i s  
e l é r é s e  p e d i g  P o n t r j a g i n  maximumelvét  a l k a l m a z z a .  Könyvében 
s o k  a l k a l m a z á s t  m u ta t  b e .
1 9 6 9 -b e n  j e l e n t  meg P o n t r j a g i n n a k  é s  M isc se n k ó n a k  [  34-3 
d o l g o z a t a ,  am e ly b e n  b e b i z o n y í t a n a k  egy e l f u t á s i  t é t e l t  l i n e á ­
r i s  j á t é k o k r a .  Ez v o l t  a d i f f e r e n c i á l j  á t  ékok t ö r t é n e t é b e n  az  
e l s ő  i l y e n  á l t a l á n o s  e l f u t á s i  t é t e l .  A d o l g o z a t  m ó d sze re  e z ú t ­
t a l  i s  a l i n e a r i t á s o n  a l a p s z i k ,  nem h a s z n á l  o p t i m a l i t á s i  k r i ­
t é r i u m o k a t .  A t - b e l i  s t r a t é g i a v á l a s z t á s n á l  i s m e r t n e k  t é t e l e z i  
f e l  az  e l l e n f é l  s t r a t é g i á j á t  minden t ’ 4 t  i d ő p o n t b a n .  A 
m ó d s z e r t  P o n t r j a g i n  t ö b b  l é p é s b e n  t o v á b b f e j l e s z t e t t e ,  e redm é­
n y e i  a maguk nemében e g y e d ü l á l l ó a k .
A m e n n y i s é g i  j á t é k o k  m egoldását  j e l e n t ő  n y e r e g p o n t  l é t e z é ­
s é n e k  k é r d é s é n é l  f e l m e r ü l t  n e h é z s é g e k  t e r m é s z e t e s e n  nem c s u ­
p á n  a m i n ő s é g i  j á t é k o k  i r á n y á b a  t e r e l t é k  a k u t a t á s o k a t ,  hanem
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számos s z e r z ő  a n y e r e g p o n t  l é t e z é s é n e k  k é r d é s é t  v i z s g á l t a .  Mint  
e m l i t e t t ü k ,  ez  a k é r d é s  a l i n e á r i s  j á t é k o k  k u t a t ó i t  i s  f o g l a l ­
k o z t a t t a  .
Az e g y i k  k i f e j e z e t t e n  a j á t é k  é r t é k é v e l  f o g l a l k o z ó  d o l g o ­
z a t  P e t r o s z j a n  n e v é h e z  f ű z ő d i k ,  a k i  g e o m e t r i a i  k é n y s z e r e k  mel­
l e t t  v i z s g á l j a  meg a j á t é k  é r t é k é n e k  l é t e z é s é t  n e m l i n e á r i s  j á ­
t é k o k r a  / l d .  [ 24 3 / •
I t t  k e l l  m e g e m l í te n ü n k  A. B l a q u i e r e ,  F .  G e r a r d  és G. 
L e i t m a n [ 4 8 ]  k ö n y v é t .  E l s ő  f e l é b e n  a s z e r z ő k  a n y e r e g p o n t  meg­
h a t á r o z á s á n a k  v a r i á c i ó s  m ó d s z e r e i v e l  f o g l a l k o z n a k .  E g y r é s z t  
s z ü k s é g e s ,  m á s r é s z t  e l e g e n d ő  f e l t é t e l t  adnak  az  o p t i m á l i s  p á ­
l y á k  l é t e z é s é r e .  U t ó b b i a k a t  a ’’s z a k a d á s i  f e l ü l e t e k ” v i z s g á l a t a  
u t j á n  a d j á k  a z á l t a l ,  hogy f e l t é t e l e k e t  adnak  az  I s a a c s - B e l l m a n  
m ódszer  szám á ra  r o s s z  e s e t e k  k i z á r á s á r a .  A könyv m ásod ik  f e l e  
k é t s z e m é l y e s  m in ő s é g i  j á t é k o k k a l  f o g l a l k o z i k .  M ó d sze rén e k  l é ­
n y e g e  a z ,  hogy a j á t é k  a l a p h a l m a z á t  három  r é s z h a l m a z r a  b o n t h a t ­
j u k :  Az e g y i k  azon p o n t o k  h a l m a z a ,  a h o n n é t  az  e l s ő  j á t é k o s n a k  
van o l y a n  s t r a t é g i a v á l a s z t á s a ,  hogy az  e l l e n f é l  b á r m i l y e n  vá ­
l a s z t á s a  m e l l e t t  c é l t  é r .  A m áso d ik  j á t é k o s  s z á m á r a  i s  megad­
h a t u n k  i l y e n  h a l m a z t ,  v é g ü l  e k é t  d i s z j u n k t  h a l m a z t  v á l a s z t j a  
e l  a h a r m a d i k .  T e r m é s z e t e s e n  m in d e g y ik  ha lm az  l e h e t  ü r e s .  A 
könyv a z t  az  e s e t e t  v i z s g á l j a ,  a m ik o r  az e l v á l a s z t ó  h a lm az  f e ­
l ü l e t ,  a m e ly e t  egy f o l y t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  fü g g v é n y  0 
n i v ó f e l ü l e t e k é n t  j e l l e m e z h e t ü n k .  A mü egy t ö b b é v e s  k u t a t á s i  
p e r i ó d u s t  f o g l a l  ö s s z e ,  a m i t  a ben n e  t a l á l h a t ó  i r o d a l o m j e g y ­
zék  t a n u s i t ,  r é s z b e n  ö s s z e f o g l a l ó ,  b e v e z e t ő  j e l l e g ű .
Még egy f o n t o s  u t a t  k e l l  m e g e m l í te n ü n k  e b b ő l  a z  időszakból ..
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V a ray a  P r .  [ 4 4 3  d o l g o z a t á b a n  1 9 6 7 -b e n  d i n a m i k u s  r e n d s z e r e k k e l  
l e i r t  j á t é k o k  egy  o s z t á l y á r a  b i z o n y l t j a  b e ,  hogy a j á t é k n a k  
l é t e z i k  é r t é k e .  U g y an csak  a j á t é k  é r t é k é v e l  f o g l a l k o z i k  1969-  
b e n  m e g j e l e n t  [ 4 9 3  d o l g o z a t a .  A d i n a m i k u s  r e n d s z e r e k k e l  v a ló  
m e g k ö z e l i t é s b e n  a z  a f o n t o s  p o z i t i v u m  r e j l i k ,  hogy az  e g é s z e n  
k o n k r é t  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  v i z s g á l a t é t ó l  k i i n d u l á s t  j e l e n t  
á l t a l á n o s a b b  v i z s g á l a t o k  i r á n y á b a .
M ó d sze réb e n  é r d e k e s  P e t r o v n a k  1 9 7 0 - b e n  m e g j e l e n t  d o l g o z a ­
t a ,  a k i  az i d ő t a r t a m o t  f e l o s z t v a  r é s z i n t e r v a l l u m o n k é n t  a d j a  
meg " f t  -  o p t i m á l i s "  s t r a t é g i á i t ,  majd  E, —► 0 m e l l e t t  b e l á t ­
j a ,  hogy e z e k  l i m e s z e  n y e r e g p o n t - s t r a t é g i a .
P e t r o s z j a n  egy d o l g o z a t á r a  h i v j u k  f e l  még a f i g y e l m e t ,  
m i e l ő t t  az 1 9 7 0 - e s  é v e k r e  á t t é r n é n k .  1 9 7 0 - b e n  j e l e n t  meg a C 27-3 
d o l g o z a t ,  é s  nem t e l j e s  i n f o r m á c i ó s  j á t é k o k k a l  f o g l a l k o z i k .  
D o l g o z a t á b a n  a már e m l i t e t t  i n f o r m á c i ó s  p r o b lé m á n a k  a z t  a meg­
o l d á s á t  v i t a t j a ,  j o g o s - e  egy a d o t t  t  i d ő p o n t b a n  a s t r a t é g i a ­
v á l a s z t á s h o z  a z  e l l e n f é l  e z e n  i d ő p o n t b e l i  s t r a t é g i á j á n a k  a 
f e l h a s z n á l á s a .  D o l g o z a t a  j á t é k e l m é l e t i  m ó d sz e re k en  a l a p s z i k  
é s  f e l t ű n n e k  a k e v e r t  s t r a t é g i á k ,  a m e l y e k n é l  a j á t é k o s  v é l e t ­
l e n  t ö r v é n y s z e r ű s é g e k  a l a p j á n  v á l a s z t  s t r a t é g i á t .  A k e v e r t  
s t r a t é g i á k h o z  k a p c s o l ó d i k  még S m o l jak o v  C 4 1 ^ d o l g o z a t a .
A 6 0 - a s  é v e k b e n  szám os k u t a t á s i  i r á n y z a t  a l a k u l t  k i  és  
az  1 9 7 0 -es  é v e k r e  f e l m e r ü l t  a k u t a t á s i  e redm ények  ö s s z e f o g l a ­
l á s á n a k ,  r e n d s z e r e z é s é n e k  i g é n y e .  E nnek  e re d m én y ek ép p en  i r á -  
n y i t á s e l m é l e t i  é s  o p t i m a l i z á l á s s a l  f o g l a l k o z ó  k o n f e r e n c i á k o n  
m e g j e l e n i k  a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  ö n n á l l ó  t é m á j a .
Az 1 9 6 9 - e s  n i z z a i  k o n f e r e n c i á r ó l  k i e m e l j ü k  a d i f f e r e n ­
c i á l j á t é k o k  t é m a k ö r é n e k  k é p v i s e l ő j e k é n t  Pon ta jag in  n e v é t .  A
s z e r z ő  i t t  az  e l f u t á s r ó l  s z ó l ó  l i n e á r i s  j á t é k o k r a  v o n a tk o z ó  
e r e d m é n y e i t  i s m e r t e t t e ,  m elyek  a már e m l i t e t t  í  34J d o l g o z a t  
e r e d m é n y e in e k  t o v á b b f e j l e s z t é s e i .  Egy m ás ik  f o n t o s  l é p c s ő t  j e ­
l e n t  K r a s z o v s z k i j n a k  i t t  m e g j e l e n t  d o l g o z a t a .  Tovább f o l y t a t j a  
g e o m e t r i a i  j e l l e g ű  v i z s g á l a t a i t  m in ő s é g i  j á t é k o k  e s e t é b e n .  
L á t t u k ,  hogy a m in ő s é g i  j á t é k o k  k o r á b b i  m ó d s z e r e i  azon  a l a p u l ­
t a k ,  hogy  a z  e g y e s  j á t é k o s o k  s z á m á ra  " j ó "  k i i n d u l á s i  p o n t o k  
h a l m a z á t  a l k a l m a s  d i f f e r e n c i á l h a t ó  fü g g v én y  n i v ó h a l m a z a i v a l  
j e l l e m e z h e t j ü k .  / L d .  [ 4 8 ]  / ,  é s  i l y e n k o r  e f ü g g v é n y  g r a d i e n s e  
s e g i t s é g é v e l  f e l á l l í t o t t  l o k á l i s  min-max e l v  a l a p j á n  v á l a s z t ­
h a t j u k  meg s t r a t é g i á n k a t .  K r a s z o v s z k i j  i s  m egfoga lm az  egy l o ­
k á l i s  min-max e l v e t ,  melyhez  a z o n b a n  nem s z ü k s é g e s  az e m l i t e t t  
sima fü g g v é n y  l é t e z é s e .  E z z e l  r é s z l e t e s e b b e n  K r a s z o v s z k i j  
k ö n y v é n é l  f o g l a l k o z u n k  m ajd .  /A f e n t i  d o l g o z a t o k  m e g t a l á l h a t ó k  
a L14 I - b e n . /
Ugyanebben az  évben  r e n d e z t é k  meg az e l s ő  d i f f e r e n c i á l ­
j á t é k o k r ó l  s z ó l ó  n e m z e t k ö z i  k o n f e r e n c i á t  M a s s a c h u s e t t  e g y e t e ­
mén A m h e rs tb e n  / l d .  [ 5 0 ] / .  E k o n f e r e n c i á n  már m e g j e l e n t e k  a 
v é g t e l e n  d i m e n z i ó s  t e r e k e n  m e g f o g a lm a z o t t  k o n v e x -k o n k á v  j á t é ­
kok ,  és  a l k a l m a z á s a i k  p a r c i á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k r e .  E zek  
az e red m én y ek  B e n s o u s s a n  n e v é h e z  f ű z ő d n e k .
1 9 7 0 -b e n  k é t  sz im p ó z iu m  i s  f o g l a l k o z o t t  d i f f e r e n c i á l j á -  
t é k o k k a l .  Az e g y i k  a v a r e n n a i  h a t á s - e l l e n h a t á s  m a t e m a t i k a i  mo­
d e l l j e i v e l  f o g l a l k o z ó  n y á r i i s k o l a ,  a másik  p e d i g  az  A m erican  
A u to m a t i c  C o n t r o l  C o u n c i l - n a k  a G e o r g ia  I n s t i t u t  o f  T ech n o lo g y  
a t l a n t i  i n t é z e t b e n  t a r t o t t  1970 é v i  s z im p ó z iu m a .
A v a r e n n a i  n y á r i i s k o l a  k i a d v á n y a  s z e r k e z e t i l e g  négy
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r é s z r e  b om lik  / l d .  £ 5 l l / .  Az e l s ő  r é s z b e n  ö t  n e v e s  s z e r z ő  ö s z -  
s z e f o g l a l j a  a d i f f e r e n c i á l j á t  é k o k ra  v o n a t k o z ó  a l a p i s m e r e t e k e t  
b e v e z e t ő  t a n u l m á n y o k  f o r m á j á b a n .  E t a n u lm á n y o k  t é m á i  r ö v i d e n  
a z  a l á b b i a k :  B e r k o v i t z  az  e g é s z e n  hagyom ányos  v a r i á c i ó s  ú t t a l  
f o g l a l k o z i k ,  A. B l a q u i r e  t a n u lm á n y a  a már e m l i t e t t  f  4 8 J  k ö n y v é ­
n e k  m ó d s z e r e i t  k ö v e t i .  E r i e d m a n  e g z i s z t e n c i a p r o b l é m á k k a l  f o g ­
l a l k o z i k .  E l j á r á s a  azon a l a p s z i k ,  hogy a z  i n t e r v a l l u m  f e l o s z ­
t á s a  u tá n  r é s z i n t e r v a l l u m o n k é n t  ad meg a n y e r e g p o n t h o z  a l u l ­
r ó l  és f e l ü l r ő l  k ö z e l i t ő  s t r a t é g i á k a t .  B e b i z o n y í t j a ,  hogy  l é ­
t e z i k  l i m e s z s t r a t é g i a , a m e ly h e z  t a r t o z ó  k ö l t s é g  éppen a j á t é k  
é r t é k e .  Ki k e l l  emelnünk R .T .  R o c k a f e l l a r  d o l g o z a t á t ,  a k i  du­
á l i s  j e l l e m z é s t  a d  a n y e r e g p o n t r a ,  V a ray a  e r e d m é n y e i v e l  p e d i g  
C443 d o l g o z a t a  k a p c s á n  már f o g l a l k o z t u n k .
A m á s o d ik  r é s z b ő l  az  e l s ő  három d o l g o z a t o t  e m l i t j ü k :
Aubin  p a r e t o  minimum e l v é t ,  A. B e n s o u s s a n  k o n v e x -k o n k á v  f u n k ­
c i o n á l o k  n y e r e g p o n t j á r ó l  s z ó l ó  d o l g o z a t á t .  Az u t ó b b i  d o l g o z a t ­
ban  az e r e d m é n y e k  számos a l k a l m a z á s á t  t a l á l j u k  d i f f ú z i ó - e g y e n ­
l e t r e  és e g y é b  p a r c i á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k r e .  V é g e z e t ü l  
P .  B r u n o v s z k i j  d o l g o z a t á n a k  a j e l e n  d o l g o z a t  s z e m p o n t j á b ó l  az  
a j e l e n t ő s é g e ,  hogy ő v e z e t t e  be d o l g o z a t á b a n  az e l n y e l ő - t a -  
s z i t ó  h a lm a z o k  f o g a l m á t ,  a m e ly e k h e z  d o l g o z a t u n k  e r e d m é n y e in e k  
egy r é s z e  k a p c s o l ó d i k .  E l n y e l ő  h a lm az o n  o l y a n  h a l m a z o k a t  é r ­
t ü n k ,  a m e l y e k r e  t e l j e s ü l ,  h o g y  ha az  e g y i k  j á t é k o s n a k  s i k e r ü l  
a ha lmaz h a t á r á r a  j u t t a t n i  a z  á l l a p o t v e k t o r t - ,  ak k o r  a z t  i s  e l  
t u d j a  é r n i ,  h o g y  a h a l m a z b ó l  so h a se  j u s s o n  k i .  T a s z i t ó  egy h a l ­
maz a k k o r ,  h a  a k o m p le m e n te re  e l n y e l ő .  E fo g a lm a k  j e l e n t ő s é g e  
i g e n  nagy a k k o r ,  ha a c é l h a l m a z r a  v a l a m e l y i k  t u l a j d o n s á g  t e l ­
j e s ü l .
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Az e m l i t e t t  a m e r i k a i  sz im p ó z iu m n a k  egy négy  d o l g o z a t b ó l  
á l l ó  ö s s z e f o g l a l ó  tan u lm án y a  j e l e n t  meg a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  
t é m a k ö r é r ő l  / l d .  £ 52 3 / .  Az e l s ő  d o l g o z a t  a d i f f e r e n c i á l j  á t é ­
kok h e l y z e t é t  e l e m z i  é s  az e l é r t  e redm ények  k r i t i k á j á t  a d j a .  A 
s z e r z ő  r á m u t a t  a r r a ,  hogy a k é t s z e m é l y e s  j á t é k o k  e s e t é b e n  e d ­
d i g  e l é r t  e red m én y e k  nem k i e l é g i t ő e k  a g y a k o r l a t  t ü k r é b e n .  Az 
1 9 7 0 - e s  é v e k i g  i s  á l t a l á n o s a n  e l f o g a d o t t  az a f e l t e v é s ,  hogy 
egy a d o t t  t  i d ő p i l l a n a t b a n  a d ö n t é s t  hozó j á t é k o s  f e l h a s z n á l ­
h a t j a  az e l l e n f é l  e z e n  i d ő p o n t b e l i  d ö n t é s é t .  M á rp e d ig  úgy k ö z -  
g a z d a s á g i ,  m in t  k a t o n a i  a l k a l m a z á s o k n á l  az i d ő e l t o l ó d á s  i g e n  
a l a p v e t ő  s a j á t o s s á g .  A m ás ik  f o n t o s ,  az  e l m é l e t b e n  f i g y e l m e n  
k i v ü l  h a g y o t t  t é n y e z ő  a z ,  hogy egy a d o t t  j á t é k  s o r á n  az  e l f u -  
t ó - e l f o g ó  s z e r e p  nem á l l a n d ó  a g y a k o r l a t b a n .  G a z d a s á g i  a l k a l ­
mazások e s e t é b e n  p e d i g  á l t a l á b a n  t ö b b  c s o p o r t  a l a k u l  k i ,  é s  e 
c s o p o r t o k  a j á t é k  s o r á n  k e v e r e d n e k  i s ,  é r d e k e i k  f ü g g v é n y é b e n .
A s z t o c h a s z t i k u s  j á t é k o k r ó l  s z ó l ó  d o l g o z a t  s z e r z ő j e  é r t é k e l i  
az e tém ában  k i a l a k u l t  k i s  számú i r á n y z a t o t .  A k l a s s z i k u s  j á ­
t é k e l m é l e t b e n  o l y  k ö z p o n t i  s z e r e p e t  j á t s z ó  k e v e r t  s t r a t é g i á k a t  
i t t  nem t e k i n t i  o l y  s i k e r e s n e k .  A v é l e t l e n  t ö r v é n y s z e r ű s é g e k  
b e v e z e t é s é n e k  s z ü k s é g e s s é g é t  a k i i n d u l á s i  a d a t o k  p o n t a t l a n  i s ­
m e r e t é v e l ,  a s t r a t é g i a  f e l é p í t é s é h e z  s z ü k s é g e s  i n f o r m á c i ó  pon­
t a t l a n s á g á v a l  i l l e t v e  h i á n y o s s á g a i v a l  és a d in a m ik á b a  b e l e j á t ­
szó  v é l e t l e n  t é n y e z ő k k e l  i n d o k o l j a .
Végül  a n e g y e d i k  d o l g o z a t ,  amely  E. Roxin  n e v é h e z  f ű z ő ­
d i k ,  a j á t é k  é r t é k é n e k  p r o b l é m á j á t  b o n c o l g a t j a .  A p ro b lé m a  meg­
o l d á s á n a k  k u l c s á t  a v a r i á c i ó s  m ódszer  B e r k o v i t z  B l a q u i e r e  f é ­
l e  e l é g  b o n y o l u l t  j a v i t o t t  v á l t o z a t á v a l  szemben más,  a s z a k a ­
d á s i  f e l ü l e t e k k e l  nem b a j l ó d ó  m ó d sz e re k b e n  j e l ö l i  meg. K ie m e l i
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Varaya  és F r i e d m a n  már e m l i t e t t  m ó d s z e r e i t .  F e l h í v j u k  a f i g y e l  
met e c ik k g y ű j t e m é n y  v é g én  k ö z ö l t  i r o d a l o m j e g y z é k r e ,  am e ly b en  
f e l s o r o l t  367 d o l g o z a t o t  a téma 1 9 7 0 - i g  m e g j e l e n t  t e l j e s  i r o ­
da lm ának  t e k i n t h e t ü n k .
A d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  h e l y z e t é v e l  f o g l a l k o z ó  d o l g o z a t o k  
k ö z ü l  f o n t o s  h e l y e t  f o g l a l  e l  Miscs.enkó L 1 9 D, 1 9 7 1 - b e n  m eg je ­
l e n t  d o l g o z a t a .  A s z e r z ő  ebben  P o n t r j a g i n  k ö r ü l  k i a l a k u l t  
S z t y e k i o v  i n t é z e t i  i s k o l a  e r e d m é n y e i t  é r t é k e l i .  Ezek  az  e r e d ­
mények három  téma k ö r é  c s o p o r t o s u l n a k :  1 .  A k é t  j á t é k o s  k ö z ü l  
az  e g y i k  d e t e r m i n i s z t i k u s á n  j á t s z i k .  2 .  Az e g y ik  j á t é k o s  vé ­
l e t l e n  t ö r v é n y s z e r ű s é g  s z e r i n t  j á t s z i k ,  a másik  j á t é k o s  p e d i g  
i r á n y í t a n i  p r ó b á l .  3 .  M in d k é t  j á t é k o s  j á t s z i k .  Az u t o l s ó  tém a­
k ö r b e n  a l e g j e l e n t ő s e b b  e red m én y ek  P o n t r j a g i n  már e m l i t e t t  e -  
r e d m é n y e i .  A v é l e t l e n  s t r a t é g i á t  t a r t a l m a z ó  j á t é k k a l  k a p c s o l a t  
s a n  P o n t r j a g i n n a k ,  M isc se n k ó n a k  és  Kolmogorovnak k ö z ö s  d o l g o ­
z a t a i t  e m l i t i  a s z e r z ő ,  a m e ly e k  a még ma i s  a l i g  m ü v e i t  s z t o c ­
h a s z t i k u s  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  t é m a k ö r é h e z  k a p c s o l ó d n a k .
Az 1 9 7 0 - e s  évek  k u t a t á s a i n a k  f ő b b  i r á n y v o n a l a i h o z  e l j u t ­
h a t u n k  e d d i g i  e l e m z é s e i n k  f o l y t a t á s á v a l .  L á t t u k ,  hogy  a d i f f e ­
r e n c i á l j á t é k o k  é r t é k é n e k  l é t e z é s e  k ö r ü l i  p ro b lé m á k  i n f o r m á c i ó s  
p r o b lé m á k h o z  v e z e t t e k .  É r t é k  nem l é t e z é s e  e s e t é n  f e l t e v é s s e l  
k e l l e t t  é l n ü n k  u g y a n i s  a m á s i k r ó l  a s t r a t é g i a  f e l é p í t é s e k o r  
f e l h a s z n á l h a t ó  i s m e r e t e k e t  i l l e t ő e n .  A s z o k á s o s  á t h i d a l ó  f e l ­
t e v é s  e r ő s  k r i t i k á t  k a p o t t  az  e m l i t e t t  [ 5 2 J c i k k g y ű j t e m é n y b e n .  
A k u t a t á s o k  m á s ik  m e g h a tá r o z ó  t é n y e z ő j é t  a m eglévő e redm ények  
ö s s z e s é g e  j e l e n t e t t e .  L á t t u k ,  hogy ü l d ö z é s ,  e l f u t á s  és  m inősé ­
g i  j á t é k o k  t é m á i b a n  a l i n e á r i s  j á t é k o k  v i z s g á l a t a  l é n y e g é b e n
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l e z á r u l t .  T ovábbra  i s  é l ő  p ro b lé m a  m arad t  a z o n b a n  a j á t é k  é r t é ­
k é n ek  l é t e z é s i  p r o b l é m á j a .  E m e g je g y z é s e k  ö s s z e f o g l a l á s a k é p p e n  
az  a l á b b i  f ő b b  témák k ö r é  c s o p o r t o s í t h a t j u k  a z  1 9 7 0 - e s  év ek b e n  
m e g j e l e n t  d o l g o z a t o k a t :  1 .  Nem t e l j e s  i n f o r m á c i ó j u .  j á t é k o k ,
2 .  n e m l i n e á r i s  m in ő s é g i  j á t é k o k ,  3 .  a j á t é k  é r t é k é n e k  k é r d é s e .  
Végül  egy n e g y e d i k  t é m á t  e m i i t ü n k ,  melynek e d d i g  n i n c s e n e k  e -  
l ő z m é n y e i ,  ez  p e d i g  az  N - s z e m é l y e s  j á t é k o k .  E b b en  a z  u t ó b b i  t é ­
mában m in ő s é g i  j á t é k o k  v i z s g á l a t a  e g é s z e n  k o n k r é t  p ro b lém ák  
m e g o l d á s á i g  j u t o t t  e l  a mai n a p i g ,  m e n n y i s é g i  k é r d é s e k e t  p e d i g  
f ő k é p p e n  v a r i á c i ó s  m ó d s z e r e k k e l  v i z s g á l n a k .
K e z d jü k  az i d ő s z a k  i r o d a l m á n a k  á t t e k i n t é s é t  a n e m l i n e á r i s  
j á t é k o k  m in ő s é g i  p r o b l é m á i n a k  v i z s g á l a t á v a l .  K é t  d o l g o z a t o t  em­
l í t ü n k  á t m e n e t k é n t  a l i n e á r i s  p r o b l é m á k r ó l  a n e m l i n e á r i s a k r a :
Az e g y i k  P o n t r j a g i n  / I d .  [ 3 6 3  / ,  a m ás ik  G a m k r e l id z e  és H a r a t i s -  
v i l i  / l d .  [ 4 3 /  n e v é h e z  f ű z ő d i k .  P o n t r j a g i n  d o l g o z a t a  a j e l z e t t  
c i k k g y ű j t e m é n y b e n  az  e l f u t á s r a  v o n a tk o z ó  e r e d m é n y e in e k  l e g k i f i ­
n o m u l t a b b  m ó d s z e r é t  t á r g y a l j a .  I g e n  s z é p  d o l g o z a t ,  amelyben 
l e i r t  m ódszer  a m in ő s é g i  j á t é k o k  té m a k ö ré b e n  e g y e d ü l á l l ó .  Gam­
k r e l i d z e  és  H a r a t i s v i l i  d o l g o z a t u k b a n  P o n t r j a g i n  e re d m én y é t  
á l t a l á n o s í t j á k  n e m l i n e á r i s  j o b b o l d a l u ,  l i n e á r i s ,  á l l a n d ó e g y ü t t ­
h a t ó s  n - e d r e n d ü  b a l o l d a l u  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k r a . Módszerük a -  
l a p j a  h a s o n l ó  P o n t r j a g i n é h o z , n e v e z e t e s e n  hogy a m e g o ld á s t  a l ­
ka lm as  a l a k b a n  e l ő á l l í t j á k  és az  e l ő á l l í t á s  i s m e r e t é b e n  h a t á ­
r o z z á k  meg az  e l f u t ó  s t r a t é g i á t .
I g a z á n  n e m l i n e á r i s  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  t é m a k ö r é h e z  t a r ­
t o z ó ,  a l a p v e t ő e n  uj  m ó d sz e re k e n  nyugvó e r e d m é n y e k e t  K r a s z o v -  
k i j  é s  S z u b b o t i n  p u b l i k á l t a k  a m in ő s é g i  j á t é k o k  t é m a k ö r é b e n .
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E l s ő  id e v á g ó  e r e d m é n y e i k  a z  1 9 7 0 - 7 1 - b e n  d o l g o z a t a i k b a n  t a l á l h a ­
t ó k  meg / I d .  [ 111  , [ 1 5 3  / .  E m ó d sze rek  a l a p j á t  k é p e z i k  an n ak  
a nagy  ö s s z e f o g l a l ó  k ö n y v n e k ,  amely 1 9 7 4 - b e n  j e l e n t  meg és 
m in d e z e k e t  az  e r e d m é n y e k e t  t á r g y a l j a .  A [ 2 0 j  d o l g o z a t t a l  e g y ü t t  
K r a s z o v s z k i j  -  S z u b b o t i n  m u n k á s sá g á t  a [ 1 6 3 ,  1 9 7 4 -b en  m eg je ­
l e n t  könyvük a l a p j á n  i s m e r t e t j ü k .
J e l e n  d o l g o z a t  s z e m p o n t j á b ó l  i g e n  f o n t o s  g e o m e t r i a i  mód­
s z e r t  m uta t  be Lagunov [ 1 8 3  d o l g o z a t á b a n .  Eredménye r o k o n ,  de 
é l e s e b b  m in t  B r u n o v s z k i j  [  5 l J  - b e n  m e g j e l e n t  már e m l i t e t t  d o l ­
g o z a t á n a k  e r e d m é n y e i .  Ami a l a p v e t ő e n  u j , a z ,  hogy e l f u t á s r a  a 
c é l h a l m a z  f e l ü l e t é n  f o g a l m a z  meg f e l t é t e l t .  D o l g o z a t á n a k  k o r ­
l á t j á t  az j e l e n t i ,  hogy c s a k  d i f f e r e n c i á l g e o m e t r i a i  e s z k ö z ö k ­
k e l  t u d j a  a f e l ü l e t r e  m e g f o g a lm a z o t t  f e l t é t e l e i t  k e z e l n i  és 
e z é r t  c s a k  egy k o d i m e n z i ó s  k é t s z e r  f o l y t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a ­
t ó  f e l ü l e t r e  t u d  f e l t é t e l  a d n i .  T o v á b b i  k o r l á t o z ó  f e l t e v é s  
d o l g o z a t á b a n  a z ,  hogy a j o b b  o l d a l  k é t  e g y e n k é n t  egy j á t é k o s ­
t ó l  fü g g ő  t a g r a  e s i k  s z é t  / a z a z  a k é t  j á t é k o s  " f ü g g e t l e n ü l "  
i r á n y í t h a t j a  a r e n d s z e r t / .  Ez a f e l t é t e l  p e d i g  e s e t é b e n  b i z ­
t o s í t j a  a l o k á l i s  n y e r e g p o n t  l é t e z é s é t .  Ami v i s z o n t  e re d m én y é ­
n e k  é l e s s é g é t  m u t a t j a ,  a f e n t i  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  s z ü k s é g e s  
és  e l e g e n d ő  f e l t é t e l t  f o g a l m a z  meg e l f u t á s r a .
M e g e m l í t j ü k  még N y i k o l s z k i j  d o l g o z a t á t ,  a k i  d in a m ik u s  
r e n d s z e r e k  e s e t é r e  b i z o n y i t  be e l f u t á s !  t é t e l t  1 9 7 2 -b e n  m eg je ­
l e n t  [ 2 3 ] d o l g o z a t á b a n .  E y i k o l s z k i j  m u nkássága  a nem t e l j e s  
i n f o r m á c i ó j u  r e n d s z e r e k h e z  i s  k a p c s o l ó d i k ,  i d e v á g ó  e re d m é n y e i  
m e g t a l á l h a t ó k  az  1 9 7 1 - b e n  m e g j e l e n t  Í 2 2 1 és  [ 5 4 3  d o l g o z a t a i ­
b a n .  Ő a nem t e l j e s  i n f o r m á c i ó t  úgy é r t i ,  hogy az i r á n y í t á s h o z  
a z  á l l a p o t v e k t o r n a k  c s u p á n  a v e t ü l e t é t  i s m e r i  és l i n e á r i s
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e s e t b e n  P o n t r j a g i n  m ó d s z e r é t  p r ó b á l j a  á l t a l á n o s í t a n i .
A d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  é r t é k é n e k  l é t e z é s e  m in t  e m l í t e t t ü k  
t o v á b b r a  i s  é l ő  p ro b lé m a  m a r a d t .  E t é m á b ó l  h á ro m  d o l g o z a t o t  
emelünk k i .  K e t t ő  P e t r o v  n e v é h e z ,  a h a rm a d ik  p e d i g  F r ie d m a n  ne  
véhez  f ű z ő d i k .  P e t r o v  1 9 7 0 - b e n  m e g j e l e n t  [ 2 8 3  d o l g o z a t á b a n  ü l ­
d ö z é s i  j á t é k o k r ó l  m u t a t j a  meg a k é t  j á t é k o s  t á v o l s á g á v a l  meg­
f o g a l m a z o t t  há ro m  k ö l t s é g f ü g g v é n y  m e l l e t t ,  hogy l é t e z i k  n y e ­
r e g p o n t .  Az 1 9 7 3 -b a n  m e g j e l e n t  [ 2 9 3  d o l g o z a t á b a n  a z o n b a n  p é l ­
d á t  m u ta t  o l y a n  ü l d ö z é s i  j á t é k r a ,  a m e ly n é l  a m e g f o g a lm a z o t t  
k ö l t s é g f ü g g v é n y n e k  n i n c s e n  n y e r e g p o n t j a .  F r i e d m a n  [333  d o l g o ­
z a t á b a n  s z i n t é n  a j á t é k  é r t é k é n e k  l é t e z é s é v e l  f o g l a l k o z i k .
Az e re d m én y e k  ö s s z e f o g l a l á s á n a k  h e l y z e t f e l m é r é s n e k  az  i g é  
nye t o v á b b r a  i s  m e g m u t a t k o z i k .  1 9 7 3 - b a n  j e l e n t  meg A. B l a q u i e -  
r e  g o n d o z á s á b a n  az  [_l3 c i k k g y ű j t e m é n y .  Az 1 9 7 0 - e s  évek  k u t a t á ­
s a i n a k  i r á n y v o n a l a  t ü k r ö z ő d i k  a b b a n ,  hogy e c ik k g y ű j t e m é n y b e n  
már ö n á l l ó  h e l y e t  k a p n ak  az  n - s z e m é l y e s  m e n n y i s é g i  j á t é k o k .
B e v e z e t ő  c ik k é b e n  I s a a c s  e l e m z i  a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  
t ö r t é n e t é t .  M o n d a n i v a l ó j á t  r ö v i d e n  úgy ö s s z e g e z h e t j ü k ,  hogy 
vé lem énye  s z e r i n t  a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  m a t e m a t i k a i  k e z e l é s é ­
n e k  még m in d ig  nem a l a k u l t  k i  a k e l l ő k é p p e n  r u g a l m a s  m ó d sz e re .  
T e h á t  b i z o n y o s  é r t e l e m b e n  még m in d ig  az  ú t k e r e s é s  s t á d iu m á b a n  
v a g yunk .  S o r r a  v e s z i  az e g y e s  t é m á k a t .  A k e v e r t  s t r a t é g i á k r ó l  
i g e n  é r d e k e s  v é le m é n y t  i r : f e l t e h e t ő e n  a v e z é r l é s e l m é l e t e n  
n e v e l k e d e t t  f e l  a j á t é k e l m é l é s z  nem zedék  és e z é r t  k e r ü l i k  e z t  
a m e g o l d á s i  m ó d s z e r t .
A 0 - ö s s z e g ü  j á t é k o k  t é m a k ö r e ,  m in t  a n y e r e g p o n t  k e r e s é ­
sé n e k  k é r d é s e ,  t o v á b b r a  s z e r e p e l .  E tém ában  P s e n y i c s n y i j  i r t
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egy d o l g o z a t o t  a z  t  - s t r a t é g i á k r ó l ,  m e ly ek  s e g í t s é g é v e l  a j á ­
t é k  é r t é k é n e k  l é t e z é s é r e  ad  b i z o n y í t á s t ,  t e r m é s z e t e s e n  b i z o ­
n y o s  f e l t é t e l e k  m e l l e t t .  A s s z i m e t r i k u s a n  k e z e l i  a j á t é k o s o k a t  
é s  ennek  m e g f e l e l ő e n  s t r a t é g i a p á r o k a t  a d  meg, méghozzá
egy h e l y t ő l  f ü g g ő  £ .(z )  i d ő t a r t a m r a .  A g y ű j t e m é n y  má­
s o d i k  d o l g o z a t á n a k  s z e r z ő i  A. B l a q u i e r e  és  P .  C a u s s i n ,  a k i k  
B an ach  t e r e k r e  á l t a l á n o s í t j á k  k o r á b b i ,  a z  I s a a c s - B e l l m a n  
e g y e n l e t h e z  k a p c s o l ó d é  e r e d m é n y e i k e t .  E z t  egy nem t e l j e s  i n ­
f o r m á c i ó  j u  j á t é k r ó l  s z ó l ó  d o l g o z a t  k ö v e t i .  A s z e r z ő  a s t r a t é ­
g i á k  m e g a d á s á n á l  nem h a s z n á l j a  f e l  a z  e l l e n f é l  a d o t t  i d ő p o n t ­
b e l i  a d a t a i t .  A f e l a d a t o t  v é g ü l  i s  egy v a r i á c i ó s  min-max e l v r e  
v e z e t i  v i s s z a .  H a s o n ló  t é m á j ú  G i l e t t i  d o l g o z a t a  i s .
A nem O - ö s s z e g ü ,  n - s z e m é l y e s  j á t é k o k k a l  f o g l a l k o z ó  r é s z  
d o l g o z a t a i  a p a r e t o - e g y e n s u l y  j e l l e m z é s é v e l  a N a s h - f é l e  e g y e n ­
s ú l y  l é t e z é s é v e l  és  k o a l í c i ó s  j á t é k o k k a l  f o g l a l k o z n a k .  A p a r e -  
t o  e g y e n s ú l y r a  B l a q u i e r e  és J u r i c e k  a v a r i á c i ó s  m ó d s z e r t  á l t a ­
l á n o s í t j á k .  Az i r á n y í t á s b a n  f e l l é p ő  á t k a p c s o l á s i  p r o b l é m á k a t  
i t t  i s  a k o r á b b i ,  s z a k a d á s i  f e l ü l e t e k  o s z t á l y o z á s á n a k  módsze­
r é v e l  p r ó b á l j a  m e g o l d a n i .  S t a l f o r d  és  L e i tm a n  a d n a k  e l e g e n d ő  
f e l t é t e l t  N - s z e m é l y e s  j á t é k o k  e s e t é b e n  N a s h - f é l e  e g y e n s u l y p o n t  
l é t e z é s é r e .  Egy d o l g o z a t  f o g l a l k o z i k  a k o a l í c i ó s  j á t é k o k k a l ,  
am elyek  l é n y e g e ,  hogy a z  e g y ü t t e s  h a s z o n  n ö v e l é s é n e k  é r d e k é b e n  
e g y é n i  h a s z n u k  f i g y e l m e n  k i v ü l  h a g y á s á v a l  az  egy k o a l í c i ó b a  
tö m ö r ü lő  j á t é k o s o k  a k o a l i c i ó  k ö z ö s  k ö l t s é g f ü g g v é n y é t  i g y e k e z ­
n e k  m a x i m a l i z á l n i .  J u r i c e k  ez  e s e t b e n  i s  a v a r i á c i ó s  m ó d s z e r t  
a lk a lm a z z a  a p r o b lé m a  m e g o l d á s á r a .
Ö s s z e f o g l a l á s k é p p e n  a z t  m o n d h a t j u k ,  hogy a c i k k g y ű j t e m é n y
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s z e r z ő i  a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  t é m a k ö r é n e k  v i s z o n y l a g  f i a t a l ,  
i d ő s z e r ű  k é r d é s e i t  v i z s g á l j á k ,  m e ly ek  m e g o l d á s á n á l  -  t e r m é s z e ­
t e s e n  -  a l eg h a g y o m á n y o sa b b  v a r i á c i ó s  m ó d sz e r t  i g y e k e z n e k  a l k a l ­
mazni és  á l t a l á n o s í t a n i .
1 9 7 4 -b e n  k é t  nagyobb  l é l e g z e t ű  k ia d v á n y  j e l e n t  meg a t ém á ­
b a n .  Az e g y i k  K r a s z o v s z k i j  és  S z u b b o t i n  L l6 ]  k ö n y v e ,  a m ás ik  a 
J o u r n a l  o f  O p t i m i z a t i o n  c .  f o l y ó i r a t  L e i tm an  és  Ho s z e r k e s z t é ­
s é b e n  k i a d o t t  L 53] k ü lö n s z á m a .
K r a s z o v s z k i j  é s  S z u b b o t i n  kön y v ü k b en  az  1969 ó t a  e l t e l t  
i d ő s z a k  a l a t t  e l é r t  e r e d m é n y e i k e t  f o g l a l j á k  ö s s z e ,  a m e ly ek  egy 
sz ép  és  e r ő s  g e o m e t r i a i  m ó d s z e r t  e r e d m é n y e z t e k  á l t a l á n o s  nem­
l i n e á r i s  k é t s z e m é l y e s  d i f f e r e n c i á l j  á t  ékok m in ő s é g i  p r o b l é m á i ­
n ak  m e g o l d á s á r a .  Módszerük  e l s ő  i g e n  l é n y e g e s  m o z z a n a t a ,  hogy 
á l t a l á n o s í t o t t  t r a j e k t o r i á k k a l  d o l g o z n a k .  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy 
t r a j e k t o r i á n a k  t e k i n t i k  az  o l y a n  g ö r b é k e t  i s ,  a m e ly e k  t ö r ö t t ­
v o n a l a k  e g y e n l e t e s  l i m e s z e k é n t  e l ő á l l n a k .  E z é r t  s o k ,  a v a r i á ­
c i ó s  m ó d s z e r n é l  m e g o l d h a t a t l a n  s z a k a d á s i  p r o b lé m á k h o z  v e z e t ő  
f e l a d a t n a k  i s  l e s z  á l t a l á n o s í t o t t  m e g o ld á s a .  M ó d sze rü k  m ás ik  
f o n t o s  e l e m e ,  hogy a k o r á b b i  m i n ő s é g i  j á t é k o k r a  a l k a l m a z o t t  
m ó d s z e r e k k e l  e l l e n t é t b e n  nem i g é n y l i  a c é l h a l m a z t  é s  a j á t é ­
ko so k  szám ára  " j ó "  k i i n d u l á s i  p o n t o k  h a l m a z a i t  j e l l e m z ő  s ima 
f ü g g v é n y ' l é t e z é s é t .  E h e l y e t t  minden p o n t b a n  egy g e o m e t r i a i  
m eggon d o láso k  a l a p j á n  f e l é p í t e t t  f ü g g v é n y  l o k á l i s  n y e r e g p o n t ­
j á n a k  megadása u t j á n  v á l a s z t j a  meg s t r a t é g i á j á t .  V é g e z e t ü l  f ő  
e re d m én y e ,  a m e ly e t  a z u t á n  r e n g e t e g  p r o b l é m á r a  a l k a l m a z ,  egy 
a l t e r n a t i v a  t é t e l ,  am e lyben  j e l l e m z i  az  e l f u t ó  i l l e t v e  e l f o g ó  
j á t é k o s o k  sz ám á ra  " m e g f e l e l ő "  p o n t o k  h a l m a z á t .  B e l á t j a  a zo n
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P o n t o k  h a l m a z á r ó l ,  a h o n n é t  l e h e t s é g e s  a z  e l f o g á s  egy v é g e s  
i d ő n  b e l ü l ,  h o g y  z á r t .  í g y  t e r m é s z e t e s e n  a k o m p le m en te r  n y i l t .  
M en n y isé g i  j á t é k o k r a  v a ló  a l k a l m a z á s o k  l é n y e g e ,  hogy  a z á r t  
" e l f o g á s i  t a r t o m á n y o n "  a " f o l y t o n o s "  f u n k c i o n á l  f e l v e s z i  m in i ­
mumát vagy m axim um át.  T e k i n t e t t e l  a z o n b a n  a r r a ,  hogy a z á r t ­
s á g o t  a s z e r z ő k  á l t a l á n o s í t o t t  t r a j e k t o r i á k  s e g í t s é g é v e l  b i ­
z o n y í t o t t á k ,  i g y  a s z ó b a n f o r g ó  z á r t  h a lm a z  nem ü r e s  v o l t a  
e s e t é n  a s z e r z ő  á l t a l á b a n  egy t  - o p t i m á l i s  m egoldás  l é t e z é s é t  
t u d j a  b i z t o s í t a n i .  A könyv é r d e k e s s é g e ,  hogy k e v e r t  s t r a t é g i á k  
k a i  i s  f o g l a l k o z i k ,  m e ly e k e t  m in t  e m l í t e t t ü n k ,  I s a a c s  h i á n y o l t  
[ l l - b e n  i r t  ö s s z e f o g l a l ó j á b a n .
Mint e z  a z  L 5 3 J  c i k k g y ű j t e m é n y e n  i s  t ü k r ö z ő d i k ,  a d i f f e ­
r e n c i á l j á t é k o k  s z t o c h a s z t i k u s  m e g k ö z e l í t é s e ,  k e v e r t  s t r a t é g i á k  
f e l é p í t é s e  e b b e n  az  i d ő s z a k b a n  k e zd  t e r e t  h ó d í t a n i .  M e g e m l í t ­
j ü k  e z z e l  k a p c s o l a t b a n ,  hogy a z  1 9 7 4 - b e n  m e g t a r t o t t  S t o c h a s t i c  
C o n t r o l  s z im p ó z iu m o n ,  b á r  m e g h i r d e t e t t  t é m a k é n t  s z e r e p e l t  a 
d i f f e r e n c i á l j á t é k o k ,  e l f o g a d h a t ó  d o l g o z a t  nem é r k e z e t t  b e .  
/ Ö s s z e h a s o n l í t á s k é n t  v e z é r l é s e l m é l e t i  t é m á j ú  sz im p ó z iu m o n  már 
1969-ben  h e l y e t  k a p t a k  a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k . /  A s z ó b a n f o r g ó  
k ü l ö n k i a d á s  d o l g o z a t a i n a k  t ö b b  mint  f e l e  v a l a m i l y e n  f o rm á b a n  
a s z t o c h a s z t i k u s  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  t é m a k ö ré b e  t a r t o z i k .  D . J .  
W ilson  l i n e á r i s  k v a d r a t i k u s  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  e s e t é b e n  ad 
k e v e r t  s t r a t é g i á k  f e l h a s z n á l á s á v a l  m e g o l d á s t .  D o l g o z a t á n a k  é r ­
d e k e s s é g e ,  h o g y  a b s z t r a k t  H i l b e r t  t é r e n  f o g a lm a z z a  meg e l ő s z ö r  
a p r o b l é m á t ,  é s  m ego ldása  u t á n  a l k a l m a z z a  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k ­
r a .  L i n e á r i s ,  k v a d r a t i k u s  p r o b l é m á t  o l d  meg k é s l e l t e t e t t  z a ­
jo s  i n f o r m á c i ó v a l  K. Movi és  E. Sh im em ura .  A z a j o s  k é s l e l t e ­
t e t t  i n f o r m á c i ó t  c s u p á n  az  e l s ő  j á t é k o s r ó l  t é t e l e z i k  f e l  a
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s z e r z ő k ,  a m áso d ik n a k  a t e l j e s  i n f o r m á c i ó  a r e n d e l k e z é s é r e  á l l  
Az e l s ő  j á t é k o s  egy o p t i m á l i s  á l l a p o t b e c s l é s s e l  h e l y e t t e s í t i  a 
h i á n y z ó  i n f o r m á c i ó j á t  és  i g y  ad meg o p t i m á l i s  s t r a t é g i a k o n s t ­
r u k c i ó t .  Y.C.Ho d o l g o z a t á b a n  az  e l ő z e t e s  és  k é s l e l t e t e t t  i s m e ­
r e t e k  f e l h a s z n á l á s á v a l  p r ó b á l  m in im ax f e l t é t e l e k e t  a d n i  s z t o c ­
h a s z t i k u s  j á t é k o k r a .  Végül  W.H. H a r tm a n  az N - s z e m é l y e s  c s o p o r t  
munka e s e t é t  v i z s g á l j a ,  ami o l y a n  N - s z e m é ly e s  j á t é k o t  j e l e n t ,  
am elyben  egy k ö l t s é g f ü g g v é n y  s z e r e p e l .
A t o v á b b i  d e t e r m i n i s z t i k u s  p r o b l é m á t  t a g l a l ó  d o l g o z a t o k  
n u m e r ik u s  m ó d s z e r e k k e l ,  k é s l e l t e t e t t  i n f o r m á c i ó j u  r e n d s z e r e k ­
r e  á l t a l á n o s í t o t t  v a r i á c i ó s  m ó d s z e r e k k e l  és a N a s h - f é l e  e g y e n -  
s u l y p o n t r a  adandó  f e l t é t e l e k k e l  f o g l a l k o z n a k .
V é g e z e t ü l  a J o u r n a l  o f  O p t i m i z a t i o n  c .  f o l y ó i r a t  1 976 .  
j a n u á r i  / [ 5 5 3 /  d i f f e r e n c i á l j á t é k o k r ó l  s z ó l ó  k ü l ö n k i a d á s á v a l  
f e j e z z ü k  be ö s s z e f o g l a l ó n k a t .  A k ü lö n s z á m  s z e r k e s z t ő j e  G. 
L e i tm a n n .  Az i d e  b e é r k e z e t t  d o l g o z a t o k  l e g n a g y o b b  r é s z e  t o ­
v á b b ra  i s  a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  i n f o r m á c i ó s  s z e r k e z e t é h e z  k a p ­
c s o l ó d i k .  Uj t é m a k é n t  j e l e n t k e z i k  a b s z t r a k t  t e r e k e n  az  e x t r e -  
m á l i s  v e k t o r o k ,  m u l t i k r i t é r i u m o k  s z e r i n t  o p t i m á l i s  m eg o ld áso k  
k e r e s é s e .  Végü l  ü l d ö z é s i ,  e l f u t á s i  f e l a d a t o k ,  i l l e t v e  egy l i ­
n e á r i s  j á t é k o k k a l  f o g l a l k o z ó  d o l g o z a t  s z e r e p e l  a c i k k g y ű j t e ­
ményben.
f o g l a l j u k  ö s s z e  r ö v i d e n  a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  t é m a k ö r é ­
ben k i a l a k u l t  f ő b b  i r á n y v o n a l a k a t  é s  a j e l e n l e g  i s  f o n t o s  
k é r d é s e k e t :
A d i f f e r e n c i á l j  á t  ékok k u t a t á s á n a k  e l s ő  p r ó b á l k o z á s a i  k é t  
s z e m é ly e s  j á t é k o k  e s e t é b e n  a v a r i á c i ó s  m ódszeren  a l a p u l t a k .
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E módszer  a z o n b a n  e g y r é s z t  e l s ő s o r b a n  s z ü k s é g e s  f e l t é t e l t  s z o l ­
g á l t a t o t t  a n y e r e g p o n t i  s t r a t é g i á k  m e g a d á s á r a ,  m á s r é s z t  sok  
s z a k a d á s i  p r o b l é m á h o z  v e z e t e t t ,  nem v o l t  e l é g  h a t é k o n y .  A v a ­
r i á c i ó s  m ó d s z e r ,  mint  e l s ő  p r ó b á l k o z á s ,  minden ú j a b b  j á t é k t í ­
p u s n á l  ú j r a  é s  ú j r a  j e l e n t k e z i k ,  i g y  a b s z t r a k t  t e r e k e n  l e j á t ­
szódó k é t  s z e m é l y e s  j á t é k o k n á l ,  N - s z e m é l y e s  j á t é k o k n á l  é s  k é s ­
l e l t e t e t t  i n f o r m á c i ó j u  j á t é k o k n á l .
A d i f f e r e n c i á l j á t é k o k n á l  f e l l é p ő  p e r e m é r t é k f e l a d a t o k  meg­
o l d h a t ó s á g á r a  v o n a tk o z ó  e l e g e n d ő  f e l t é t e l t  b i z t o s i t ó  v a la m e n n y i  
t é t e l  b i z o n y í t á s a  k o n s t r u k t i v  e l j á r á s t  i g é n y e l  / i d e é r t v e  a va­
r i á c i ó s  m ó d s z e r e k h e z  k a p c s o l ó d ó  e l é g  b o n y o l u l t  e l e g e n d ő  f e l t é ­
t e l e k e t  i s / .  A v a r i á c i ó s  m ó d sz e re k  b o n y o l u l t s á g a  m i a t t  a k u t a ­
t á s o k  i r á n y a  l e g i n k á b b  a s z a k a s z o n k é n t  á l l a n d ó  i l l e t v e  s z a k a ­
sz o n k é n t  m e g a d o t t  k ö z e l i t ő  s t r a t é g i á k h o z  v e z e t e t t .  A l i n e á r i s  
j á t é k o k  e s e t é b e n  nagy e l ő n y t  j e l e n t e t t  a z  a t é n y ,  hogy  a meg­
o l d á s  k o n k r é t  a l a k b a n  e l ő á l l í t h a t ó .
P o n t o s  p r o b l é m a  az  i n f o r m á c i ó  k é r d é s e .  Ha a j á t é k n a k  n i n c s  
é r t é k e ,  vagy  e g y e n s u l y p o n t j a , úgy n i n c s  o l y a n  s t r a t é g i a v á l a s z ­
t á s u n k ,  a m e ly  a m á s ik a t  a r r a  k é s z t e t n é ,  hogy ő i s  egy m eg h a tá ­
r o z o t t  s t r a t é g i á t  v á l a s s z o n .  I l y e n  e s e t b e n  az e g y i k  l e h e t ő s é g  
a z ,  hogy f e l t é t e l e z z ü k ,  hogy  k i s e b b  k é s é s s e l  v e s z ü n k  tu d o m á s t  
az e l l e n f é l  v á l a s z t á s á r ó l ,  m in t  az  a m i e n k r ő l .  A m á s ik  u t  a z ,  
hogy v é l e t l e n  s t r a t é g i a v á l a s z t á s  s e g í t s é g é v e l  "nagy  v a l ó s z í n ű ­
s é g g e l "  n a g y  n y e r e s é g r e  s z e r t  t e n n i .  M indké t  - f e l f o g á s  e redm é­
nyes  l e h e t  o p t i m á l i s  s t r a t é g i á k  m e g a d á s á r a  i s ,  ha  a j á t é k n a k  
van é r t é k e .  Az e l ő z ő  m ód sze r  az i r o d a l o m b a n  g y a k o r i  / k ü l ö n ö s e n  
a nem k é s l e l t e t e t t  h a t á r e s e t / ,  mig az  u t ó b b i  most k e z d  t e r e t
h ó d i t a n i .
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A j e l e n l e g i  k u t a t á s o k r ó l  a z t  m o n d h a t ju k ,  hogy t o v á b b r a  i s  
é l ő  p ro b lé m a  j ó l  h a s z n á l h a t ó  e l e g e n d ő  f e l t é t e l e k  megadása  e -  
g y e n s u l y p o n t  l é t e z é s é r e ,  i l l e t v e  a f e l l é p ő  p e r e m f e l t é t e l e k  meg 
o l d h a t ó s á g á r a .  H a s o n ló  a h e l y z e t  l o k á l i s a n  m e g a d o t t  o p t i m á l i s  
s t r a t é g i á k  / k i e l é g i t ő  s t r a t é g i á k /  ö s s z e k a p c s o l á s á v a l  g l o b á l i s  
o p t i m á l i s  / k i e l é g i t ő /  s t r a t é g i á k k á .  N y i t o t t  p ro b lé m a  még a 
s z t o c h a s z t i k u s  j á t é k o k  i n f o r m á c i ó s  p r o b l é m á j a  i s .
D o lg o z a t u n k b a n  B r u n o v s z k i jn a 'k  az  L 5 l ] - b e n  t a l á l h a t ó  Í r á s a  
Lagunov C l8ü  d o l g o z a t a  és K r a s z o v s z k i j - S z u b b o t i n  m unkássága  
/ L l 6 J /  a l a p j á n  egy g e o m e t r i a i  m ó d s z e r t  adunk  n e m l i n e á r i s  N- 
s z e m é ly e s  k é s l e l t e t e t t  B a n a c h - t e r e k e n  l e z a j l ó  j á t é k o k n á l  f e l ­
l é p ő  p e r e m f e l a d a t o k  v i z s g á l a t á r a .  M in ő sé g i  p r o b lé m á k  m e g o ld h a ­
t ó s á g á t  v i z s g á l j u k  é s  i l y e n e k  m e g o l d h a t ó s á g á r a  i l l e t v e  meg nem 
o l d h a t ó s á g á r a  adu n k  a módszer  a l k a l m a z á s a k é n t  e l e g e n d ő  f e l t é ­
t e l e k e t
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Q.§ A l a p v e t ő  foga lm ak«
A d i f f e r e n c i á l j  á t  ékok a j á t é k e l m é l e t n a k  az  u t ó b b i  10-15  
évben  k i f e j l ő d ö t t ,  ma i s  g y o r s  f e j l ő d é s b e n  l e v ő  f i a t a l  á g a .  
E z é r t  az a l a p f e l a d a t o t  k é z e n f e k v ő  j á t é k e l m é l e t i  f e l a d a t k é n t  
m e g f o g a lm a z n i .  I n d u l j u n k  k i  t e h á t  az E - s z e m é l y e s  j á t é k o k  egy 
e l é g  á l t a l á n o s  d e f i n í c i ó j á b ó l .  Ez e z é r t  i s  c é l s z e r ű ,  m e r t  a 
d i f f e r e n c i á l j á t  ékok o s z t á l y o z á s á n a k  s z e m p o n t j a i  n a g y r é s z t  a 
j á t é k e l m é l e t b e n  s z o k á s o s  s z e m p o n to k ,  és  i g y  t e r m é s z e t e s e b b e n  
k a p j u k  meg e z e k e t  a j á t é k t í p u s o k a t .
1 .  Az E - s z e m é l y e s  j á t é k o k .
J e l ö l j e  E a j á t é k b a n  r é s z t v e v ő  j á t é k o s o k  I  h a lm a z á n a k  
e l e m s z á m á t .  M inden r é s z t v e v ő  / j e l ö l j ü k  ő k e t  l ^ i é r E  e g é s z  s z á  
m o k k á i /  a d o t t  h a l m a z b ó l  v á l a s z t h a t  s t r a t é g i á t  / e  h a lm a z o k  á l ­
t a l á b a n  l é p é s s o r o z a t o k b ó l  á l l n a k / .  Az i £  I  j á t é k o s  s z á m á ra  
e l é r h e t ő  s t r a t é g i á k  h a l m a z á t  j e l ö l j ü k  S ^ - v e l .  A j á t é k o s o k  
S i 6 S± l ^ i ^ - E  v á l a s z t á s a  h a t á r o z z a  meg az  ( s ^ ,  . . . ,  s ^ )  = 
=2 S s z i t u á c i ó t .  Az ö s s z e s  s z i t u á c i ó k  h a l m a z á t
S _ TT" i  & I í / ! /
j e l ö l i .  Minden i £ I  j á t é k o s h o z  t a r t o z i k  egy I h :  S-^R k i f i z e ­
t ő i  üggvény .
0 . 1  D e f i n í c i ó ; A
D==< >. /2/
r e n d s z e r t  E s z e m é l y e s  j á t é k n a k  n e v e z z ü k ,  a h o l  h a l m a z t  j e -  
E
l ö l ,  Si  ---- > R p e d i g  v a l ó s  fü g g v én y  i = l , 2 , . . . , E
m e l l e t t .
3!
A j á t é k o s o k  c é l j a  o l y a n  s t r a t é g i a v á l a s z t á s ,  hogy a k i f i ­
z e t  ő fü g g v é n y e k k e l  k i f e j e z e t t  n y e rem én y ü k  a l e h e t ő  l e g n a g y o b b  
l e g y e n .
Az N s z e m é ly e s  j á t é k  d e f i n í c i ó j a  u t á n  é rdem es  b e v e z e t n i  
még e ze n  a s z i n t e n  n é h á n y  -  a d i f f e r e n c i á l j  á t  é k o k n á l  i s  a l a p v e ­
t ő  -  o l y a n  f o g a l m a t ,  m elyek  r á v i l á g í t a n a k  a s t r a t é g i a v á l a s z t á s  
m ó d s z e r e i r e .
A l e g a l a p v e t ő b b  i l y e n  fo g a lo m  a z  N - s z e m é ly e s  j á t é k  N a s h -  
f é l e  e g y e n s u l y p o n t  j a  . Legyen s= ( s -L, . . . , s ^ )  egy s z i t u á c i ó .  A z t  
a s z i t u á c i ó t ,  amely s - t ő l  az i - i k  s t r a t é g i á b a n  t é r  e l ,  j e l ö l j e  
s || s^  , a h o l  s ^  az  s^  h e l y e t t  á l l ó  s t r a t é g i á t  j e l ö l i .
0 . 2  D e f i n i c i ó :  A j á t é k  s Ä = ( s * ,  . . .  , s *  ) g S  s z i t u ­
á c i ó j á t  a j á t é k  N a s h - f é l e  e g y e n s u l y p o n t j á n a k  n e v e z z ü k ,  ha b á r ­
mely s ^ 6  e s e t é n
Hi ( s * | |  s x ) 4  H± ( e * )  / 3 /
minden l ^ i ^ N  m e l l e t t .
Az e g y e n s u l y p o n t  t e h á t  o l y a n  s z i t u á c i ó t  j e l e n t ,  amely 
minden j á t é k o s  sz á m á ra  e l f o g a d h a t ó .  A j á t é k o k n a k  á l t a l á b a n  nem 
l é t e z i k  e g y e n s u l y p o n t j a . E l é g  t á g  j á t é k o s z t á l y o k r a  azon b an  t a ­
l á l h a t ó  m in d en k i  s z á m á ra  e l f o g a d h a t ó  kompromisszum.
Ha a j á t é k b a n  n i n c s e n  m in d e n k i  s z ám á ra  e l f o g a d h a t ó  s z i t u ­
á c i ó ,  ak k o r  a j á t é k o s o k  más u t a k a t  k e r e s n e k  nye rem én y ü k  n ö v e ­
l é s é r e .  Két i l y e n  l e h e t ő s é g e t  e m l i t ü n k ,  az  e g y i k e t  a d i f f e ­
r e n c i á l j á t é k o k n á l  j á t s z o t t  f o n t o s  s z e r e p e  m i a t t  r é s z l e t e z v e .
K e v e r t  s t r a t é g i á k o n  a s t r a t é g i á k  v é l e t l e n  m e g v á l a s z t á s á t
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é r t j ü k ,  p o n t o s a b b a n  az e g y e s  j á t é k o s o k  e g y m á s t ó l  f ü g g e t l e n  vé­
l e t l e n  t ö r v é n y s z e r ű s é g e k  s z e r i n t  v á l a s z t j á k  meg s t r a t é g i á j u k a t .
Az e m l i t e t t  másik  ú t n á l  a j á t é k o s o k  k ö z ö t t  egy k i j á t s z á s i  
s o r r e n d e t  j e l ö l ü n k  k i .  L egyen  ez e s e t ü n k b e n  éppen  i n d e x e i k  t e r ­
m é s z e te s  s o r r e n d j e .  Az i - i k  j á t é k o s  s t r a t é g i á j a  m e g v á l a s z t á s á ­
n á l  f i g y e l e m b e  v e h e t i  az  i - 1 ,  i - 2 , . . . , l  j á t é k o s o k  d ö n t é s e i t .
E z t  f e l i r h a t j ü k
e . -  s U )1 ( n -i - 1 ’ " * » s l) / ^ /
fü ggvény  f o r m á j á b a n  i s ,  a h o l  az  s ^  fü g g v é n y  az  i  j á t é k o s  
d ö n t é s é t  a d j a  meg az e l ő t t e  á l l ó  j á t é k o s o k  d ö n t é s e i n e k  f ü g g v é ­
n y é b e n .  T ovább  f i n o m i t h a t ó  e k i j á t s z á s i  s o r r e n d  e l v e ,  ha az 
S. , l 4 . i4 .1 T  h a lm a z o k  e l e m e i r ő l  f e l t e v é s s e l  é l ü n k .  Legyen T 
az  e g é sz  vagy  v a l ó s  számok h a l m a z a ,  a t t ó l  f ü g g ő e n ,  hogy  d i s z - '  
k r é t  vagy f o l y t o n o s  i d e j ű  j á t é k o k r ó l  b e s z é l ü n k .  Legyen  a j á t é k  
i d ő t a r t a m a  a L t  , t - J  = \ t | t Q4  t 6 ± 1 , t €  tJ  i n t e r v a l l u m .  Legyen 
minden l í l  m e l l e t t  LL a d o t t  h a lm a z ,  és l e g y e n
Si : = \ f ^ s ; [ . tQ j t - j ] —» U± , s e l e g e t  t e s z  a d o t t  f e l t é t e l n e k j / 5 /
I l y e n  s t r a t é g i á k  m e l l e t t  úgy f i n o m í t h a t j u k  a f e n t i  k i j á t s z á s i  
s o r r e n d  e l v é t ,  hogy az i - i k  j á t é k o s  v á l a s z t á s á t  egy s ^ ^ s ^ , . .
. ,  Sjj) V o l t e r r a  t i p u s u  l e k é p z é s s e l  a d j u k  meg:
0 . 3  D e f i n i c i ó :  Az s ^  l e k é p e z é s t  V o l t e r r a  t í p u s ú n a k  n e ­
v e z z ü k ,  ha  f e l í r h a t ó
s ^i ^ i ’ *•* 5 sn) W  = f ([s i  ’ ** ’ s i - i ^ ? ] t ’ = t ’ í s i ^
" *  ’ t) / 6 /
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a l a k b a n .
V o l t e r r a  t i p u s u  l e k é p e z é s n é l  a f i n o m í t o t t  k i j á t s z á s i  s o r ­
rend. úgy é r v é n y e s ü l ,  hogy  az  i - i k  j á t é k o s  a t  i d ő p o n t b a n  d ö n t é ­
sé h e z  f e l h a s z n á l h a t j a  a s o r r e n d b e n  ő t  m ege lőzők  t - b e l i  d ö n t é ­
s e i t  é s  v a la m e n n y i  j á t é k o s  t ’ C t  - b e l i  d ö n t é s é t ,  t ’é . | j t0 , t j J  
m e l l e t t .
Még egy j e l l e g z e t e s e n  N - s z e m é ly e s  n y e r e m é n y n ö v e l é s i  módot 
e m l i t ü n k  meg r é s z l e t e z é s  n é l k ü l .  Ez a k o o p e r a t i v  j á t é k .  E r r ő l  
a k k o r  b e s z é l ü n k ,  ha a j á t é k o s o k  egy V C I  c s o p o r t j a  e g y é n i  n y e ­
rem én y én ek  n ö v e l é s e  h e l y e t t  a k o a l i c i ó  Hy : = ^r-y Eh nye rem é­
n y é n e k  n ö v e l é s é r e  t ö r e k s z i k .  Ennek n y i l v á n ' a k k o r  van  é r t e l m e ,  
ha i g y  n a gyobb  n y e re m én y h e z  j u t n a k ,  mint  az e g y é n i l e g  e l é r h e t ő  
l e g n a g y o b b  n y e rem én y ek  ö s s z e g e .
Most p e d i g  r á t é r ü n k  az  E - s z e m é l y e s  d i f f e r e n c i á l j á t é k n a k ,  
mint  a f e n t  b e v e z e t e t t  N - s z e m é ly e s  j á t é k o k  s p e c i á l i s  o s z t á l y á ­
n ak  d e f i n i c i ó j á r a .
2 .  D i f f e r e n c i á l j á t é k o k .
Az e l ő z ő  p o n t  j e l ö l é s e i t  i t t  i s  m e g t a r t j u k ,  v a g y i s  I  j e ­
l ö l i  a j á t é k o s o k  K e lem ű h a l m a z á t .  Legyen B egy B a n ach  t é r ,  R 
pedig j e l e n t s e  a v a l ó s  számok h a l m a z á t .  K épezzük  a z  E:= RxB 
s z o r z a t  B anach  t e r e t ,  e l e m e i t  j e l ö l j ü k  ( t , x )  - e l .  E p o n t  s o r á n  
a T i d ő p o n t o k  ha lm aza  m in d ig  az  R - e l  e g y e z i k  meg.
L egyen  t o v á b b á  IL minden 1 <  i ^ K  m e l l e t t  B a n a c h  t é r  és
l e g y e n  K X L b h ,  i = l , 2 , . . . ,  E m e l l e t t  v a l a m i l y e n  k o r l á t o z ó  
h a lm a z .
L egyen  G<LE n y i l t  h a lm a z  és  l e g y e n
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H
f  : G X J f  K. —» B
i = l
/  7 /
egy l e k é p e z é s .  /Az f - r e ,  K ^ - re  t o v á b b i  f e l t é t e l e k e t  majd a kö­
v e t k e z ő  § - b e l i  k o n k r é t  v i z s g á l a t o k n á l  a d u n k . /  Az f - h e z  e g y é r ­
t e l m ű e n  t a r t o z i k  a
N
F: GXTT K.
i = l  1 
P : = ( l , f )
E
/ 7 a /
l e k e p e z e s .
Legyen most  L ' t0 , t ^ ]  c_ T z á r t  i n t e r v a l l u m  és  l e g y e n e k  
( t Q, z ^  = z Q, ( t - ^ z j  = z-^fc G p o n t o k .  Legyen
G / 8 /' o ’ ul-  
' z  ( t)  :=  ( t , x Ct)j
o l y a n  l e k é p e z é s ,  a m e ly r e  z ( t j  = z 0 ’ z = z^ . Legyen t o ­
váb b á
: [ t 0 , t - Ll  —^K_j , 1 4  i i N  m e l l e t t  / 9 / egy
l e k e p e z e s .
0 . 4  D e f i n i c i é :  Akkor  mondjuk, bogy  a / 8 / - a l  d e f i n i á l t  z 
l e k é p e z é s  m e g o ld á s a  a
z U ) =  p ( z l t j ,  T f ^ i  ( t )
e g y e n l e t n e k ,  ha
/ l o /
a .  z ab f o l y t o n o s
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( t ) =  F[ z  It) , TI /*, U ) )
i = l  1
m. m. 7 1 1 /
t e l j e s ü l .
M e g jeg y e zz ü k ,  hogy  e g z i s z t e n c i á r ó l  és u n i c i t á s r ó l  a 0 . 4  
d e f i n í c i ó b a n  s z e r e p l ő  m e g o l d á s s a l  k a p c s o l a t b a n  e g y e n l ő r e  n i n ­
c s e n  s z ó .
Legyen most 0  C.  G egy z á r t  r é s z h a l m a z  és  l e g y e n
( V XJ  = z0 £  G> z 0 4  © egy r ö g z i t e t t  p o n t .
N .
0 . 5  D e f i n í c i ó ;  A / 9 /  - e l  d e f i n i á l t  HT1 / A- i  [ t  j i r á n y í t á ­
sok  s z o r z a t á r ó l  a k k o r  mondjuk,  hogy ö s s z e k ö t i  a z q p o n t o t  a 
0  - v a l ,  ha van a / 1 0 /  e g y e n l e t n e k  o l y a n ,  a i n t e r v a l ­
lumon é r t e l m e z e t t  0 . 4  d e f i n í c i ó  s z e r i n t i  é r t e l e m b e n  v e t t M n e g -  
o l d á s a ,  am e ly re  t e l j e s ü l n e k  a
= z o
Z ( t  ^  0
7 1 2 /
f e l t é t e l e k .  Az i l y e n  z g ö r b é t  n e v e z z ü k  a t o v á b b i a k b a n  z Q- a t  
és ö  - t  ö s s z e k ö t ő  g ö r b é n e k .
E z z e l  e l j u t o t t u n k  a d i f f e r e n c i á l j á t é k n a k  m in t  N - s z e m é l y e s  
j á t é k n a k  a d e f i n i á l á s á h o z .  S o r r a  d e f i n i á l j u k  a 0 . 1  d e f i n í c i ó ­
ban s z e r e p l ő  f o g a l m a k a t .  Legyen i  egy r ö g z i t e t t  I - b e l i  e l e m .
0 . 6  D e f i n í c i ó ;  Az i  j á t é k o s  s z ám á ra  f e l h a s z n á l h a t ó  s t a -  
t é g i á n a k  n e v e z ü n k  egy o l y a n  / 9 /  a l a k ú  l e k é p e z é s t ,  a m e ly h e z
i ^ j , l 4 j 4 N  m e l l e t t  m egadhatók  o l y a n  />-. / 9 /  a l a k ú  l e k é p e ­
zi J
z é s e k ,  hogy az s : =  U (UL, s z o r z a t t a l  az a l á b b i  f e l t é t e l e k
k = l  '  K
e g y i k e  t e l j e s ü l :
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/ ! /  L é t e z i k  v a la m e ly  v é g e s  t* 4  t-^ m e l l e t t  o l y a n  
z : l t Q, t * J  —* G g ö r b e ,  a m e ly  az  s - e l  m in t  i r á n y í t á s s a l  ö s s z e ­
k ö t i  z - t  a 0  - v a l ,  a 0 . 5  d e f i n i c i ó  s z e r i n t i  é r t e l e m b e n .
/ 2 /  L é t e z i k  egy z : Lt 0 »t  -jl - > G, ’z ( t Q) = z q g ö r b e ,  mely 
e l e g e t  t e s z  a / 1 0 /  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t n e k  az  s i r á n y i t á s  mel­
l e t t  a 0 . 4  d e f i n i c i ó  é r t e l m é b e n .
0 .7  ' D e f i n i c i ó :  Az i ,  1 t  i á  N j á t é k o s  s t r a t é g i á i n a k  h a l ­
maza l e g y e n  a z
S± : = ^ \  M* : [ t Q, t - j ] — i  szám ára  f e l h a s z n á l h a t ó
s t r a t é g i a  }  / 1 3 /
^  0 . 8  D e f i n i c i ó :  M e g e n g e d e t t  s z i t u á c i ó n a k  n e v e z z ü k  a 
TT s i  s z o r z a t h a l m a z  o l y a n  s e l e m é t ,  a m e l l y e l  t e l j e s ü l  a 
0 . 6  d e f i n i c i ó  / ! /  vagy / 2 /  f e l t é t e l e .
M e g je g y e z z ü k ,  hogy a f e n t i e k b ő l  k ö v e t k e z i k ,  hogy minden 
j á t é k o s  m in d en  f e l h a s z n á l h a t ó  s t r a t é g i á j á h o z  t a l á l h a t ó  o ly a n  
m e g e n g e d e t t  s z i t u á c i ó ,  a m e ly b e n  az a d o t t  s t r a t é g i a  s z e r e p e l .
0 .9  D e f i n i c i ó :  Egy H: S —■>R l e k é p e z é s t  m e g e n g e d e t t n e k  n e ­
v e z ü n k ,  ha a m e g e n g e d e t t  s z i t u á c i ó k  h a lm a z á n a k  p o n t j a i n  véges  
é r t é k e t  v e s z  f e l ,  a nem m e g e n g e d e t t  s z i t u á c i ó k o n  p e d i g  minusz 
v é g t e l e n  é r t é k e t .
0 .1 0  D e f i n i c i ó :  D i f f e r e n c i á l j á t é k o n  o l y a n
j á t é k o t  é r t ü n k ,  a h o l  I  j e l e n t i  a j á t é k o s o k  N. e lem ű h a l m a z á t ,  
Si  l ^ i ^ N  m e l l e t t  a f e l h a s z n á l h a t ó  s t r a t é g i á k  h a l m a z á t ,  
p e d i g  H± : S —> R m e g e n g e d e t t  k i f i z e t ő f ü g g v é n y  minden K i 4 N
m e l l e t t .
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Az i g y  d e f i n i á l t  N - s z e m é l y e s  d i f f e r e n c i á l j á t é k  f o g a lo m  
t ú l s á g o s a n  á l t a l á n o s .  A EL k i f i z e t ő f ü g g v é n y e k  t u l a j d o n s á g a i t ó l  
f ü g g ő e n  s o k f é l e  f e l a d a t t i p u s t  f o g a l m a z h a t u n k  meg. Tovább i  o s z ­
t á l y o z á s r a  ad  módot a z  F fü g g v é n y  a l a k j a .  A most  k ö v e t k e z ő  3 .  
p o n t b a n  a d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  o s z t á l y o z á s á v a l  f o g l a l k o z u n k .
3 .  A d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  o s z t á l y o z á s a .
A d i f f e r e n c i á l j á t é k o k  o s z t á l y o z á s á n a k  s z e m p o n t j a i t  r é s z ­
ben  a j á t é k e l m é l e t  á l t a l á n o s  s z e m p o n t j a i  s z o l g á l t a t j á k ,  r é s z ­
ben  a d i f f e r e n c i á l j  á t  ékok s p e c i á l i s  t u l a j d o n s á g a i  n y ú j t a n a k  
ú j a b b  s z e m p o n t o k a t .  E l ő s z ö r  az  á l t a l á n o s  o s z t á l y o z á s i  szem­
p o n t o k a t  t á r g y a l j u - k ,  majd a d i f f e r e n c i á l j á t - é k o k h o z  k a p c s o l ó d ó  
t o v á b b i  o s z t á l y o k a t  n é z z ü k .  A l e g á l t a l á n o s a b b  o s z t á l y o z á s i  a -  
l a p o t  a j á t é k b a n  r é s z t v e v ő  s z e m é ly e k  száma a d j a .  Három a l a p v e ­
t ő e n  e l t é r ő  j á t é k o s z t á l y t  s z o k t a k  m e g k ü l ö n b ö z t e t n i :
1 .  E g y sz e m é ly e s  j á t é k o k .
2 .  K é t s z e m é ly e s  j á t é k o k .
3 .  N - s z e m é ly e s  j á t é k o k .
E há rom  c s o p o r t  m e g k ü l ö n b ö z t e t é s é t  az  i n d o k o l j a ,  hogy 
m in d e g y ik  c s o p o r t h o z  t a r t o z n a k  o l y a n  m a t e m a t i k a i  m ó d sz e re k ,  
am e ly e k  c s a k  az i l l e t ő  c s o p o r t  e s e t é b e n  a l k a l m a z h a t ó k .  Az e g y ­
s z e m é l y e s  j á t é k o k  az  o p t i m u m k e r e s é s i  f e l a d a t o k a t  f o g l a l j á k  ma­
g u k b a ,  d i f f e r e n c i á l j  á t é k o k  e s e t é b e n  p e d i g  a v e z é r l é s e l m é l e t  
p r o b l é m a k ö r é h e z  j u t u n k .
A t o v á b b i  o s z t á l y o z á s o k  a l a p j á t  a H. k i f i z e t ő f ü g g v é n y e k  
t u l a j d o n s á g a i  k é p e z i k .  M i e l ő t t  ebbe  b e l e m e n n é n k ,  s z ü k s é g ü n k  
l e s z  az  a l á b b i  f o g a l o m r a :
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0 . 1 1  D e f i n i c i ó ;  A i 
[ C 1 H ( •) N )
lia m egadha tók  o l y a n  k ^ >  0
r ,  , N r N .
n 1 - í s i ] ± = i  - é s  a
k é t  j á t é k o t  e k v i v a l e n s n e k  n e v e z z ü k ,  
és  v a l ó s  szám ok ,  hogy
H± = + c ± / 1 4 /
E z t  I
r  -  r
/ 1 5 /
f o rm á b a n  j e l ö l j ü k .
Könnyen l á t h a t ó ,  hogy  k é t  e k v i v a l e n s  j á t é k  a s t r a t é g i a ­
v á l a s z t á s  s z e m p o n t j á b ó l  e g y e n é r t é k ű ,  h i s z  a k é t  k i f i z e t ő f ü g g ­
v é n y r e n d s z e r  k i t ü n t e t e t t  p o n t j a i  /maximum, n y e r e g p o n t ,  s t b . /  
e g y b e e s n e k .
0 .1 2  D e f i n i c i ó :  L egyen  S ’ C S a m e g e n g e d e t t  s z i t u á c i ó k  
h a l m a z a .  A P j á t é k o t  c ö s s z e g ű n e k  n e v e z z ü k ,  ha a
H. I = c / 1 6 /
1 I S ’
M e g je g y e z z ü k ,  hogy ha  az  S -b en  minden  s z i t u á c i ó  megenge­
d e t t ,  m in t  á l t a l á b a n  a j á t é k e l m é l e t b e n ,  a k k o r  ez éppen  az  o t t  
s z o k á s o s  c ö s s z e g ű  j á t é k  d e f i n í c i ó j á v a l  e s i k  e g y b e .
Könnyen b e l á t h a t ó ,  hogy  minden á l l a n d ó  ö s s z e g ű  j á t é k  e -  
g y e n é r t é k ü  egy O - ö s s z e g ü v e l .  E z é r t  a t o v á b b i a k b a n  a c - ö s s z e g ü  
j á t é k o t  0 - ö s s z e g ü n e k  t e k i n t j ü k ;
0 . 1 3  D e f i n i c i ó :  A k é t s z e m é l y e s  0 - ö s s z e g ü  j á t é k o t  a n t a g o -  
n i s z t i k u s  j á t é k n a k  n e v e z z ü k .
Legyen P  =j^2 » [ s i ^ i = 1 > l Hi ] i = l ]  egy a n t a g o n i s z t i k u s  
j á t é k .  Ékkő t  f e n n á l l  a H1=-H2 k a p c s o l a t .  E z é r t  az a n t a g o n o s z -  
t i u s  j á t é k o k a t  e g y e t l e n  H :S -»R  k i f i z e t ő f ü g g v é n n y e l  j e l l e m e z ­
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h e t j ü k .  A 0 . 2  d e f i n í c i ó v a l  m e g h a t á r o z o t t  N a s h - f é l e  e g y e n s ú l y -  
p o n t o n  p e d i g  o l y a n  ( s * , s 2 ) S s z i t u á c i ó t  é r t ü n k ,  a m e ly re  a
h (s 1 } s | ) 4  h (s * , s * )  ü ( s * , s 2j s 1€ s i , s ^ 5 S 2 / 1 7 /
f e l t é t e l  t e l j e s ü l .  Az i l y e n  ^ s * , a ^ j £ S  p o n t o t  n e v e z z ü k  a j á t é k  
n y e r e g p o n t j á n a k .  /Ami nem b i z t o s ,  hogy l é t e z i k ,  é s  ha l é t e z i k  
nem b i z t o s ,  hogy e g y e t l e n  i l y e n  v a n . /  a h ( s * , s 2 ) =  v szám p e ­
d i g  a j á t é k  é r t é k e .
Két  t o v á b b i  j á t é k o s z t á l y t  v e z e t ü n k  be 2 4  N s z e m é ly e s  d i f ­
f e r e n c i á l j á t é k o k  e s e t é b e n .  Ezek  a z  o s z t á l y o k  a z o n b a n  már a d i f ­
f e r e n c i á l j á t é k o k h o z  k a p c s o l ó d n a k .  E k é t  o s z t á l y  a k v a n t i t a t í v  
és k v a l i t a t í v  j á t é k o k  o s z t á l l y a l .  Ezek d e f i n í c i ó j á h o z  s z ü k s é ­
günk l e s z  a 2 .  p o n t b e l i  f o g a l m a k r a  és j e l ö l é s e k r e .
Legyen s C S  egy m e g e n g e d e t t  s z i t u á c i ó  / 0 . 8  d e f i n í c i ó / .  
Legyen z ( s ]  az  a l á b b i  h a lm a z :
Z ^s) =j^z \ z az  s i r á n y í t á s s a l  ö s s z e k ö t i  s Q- t  és 0  - t
( . z ) 3 ,  t Ä l  z )  4 t-^  v é g e s  i n t . - o n  j
/ I d .  a 0 . 5  d e f i n í c i ó t /
A b e v e z e t e t t  h a lm az  s e g í t s é g é v e l  m egadhatunk  egy t Ä( s ) szám ot  
az  a l á b b i  d e f i n í c i ó v a l :
t * ( s ) =  i n f ^ t * | 3  z t z ( s ) ,  hogy  z ( t * )  £- Ö J  / 1 7 /
0 . 1 4  D e f i n í c i ó :  A t Ä( s )  a j á t é k  b e f e j e z ő d é s é n e k  i d ő p o n t ­
j a  az s s z i t u á c i ó b a n .
E z u t á n  megadunk k é t  h a l m a z c s a l á d o t :
Z ^ ( s )  = ^ z | z £ Z  Cs) > m elyhez  3 t*(_s) 4  t  ^»t* Cs)+£» t  ^  t  ^ ,
hogy % (^t)<ó ©  } / 1 8 a /
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Z ^ (s )  = ^z j z £ © , 1  z & Z^ (s) , hogy z = z ( t ) ,  t Ä(s )4 t^ tÄ(sJ + í ,
t  L  t-^ ^ / 1 8 b /
T e r m é s z e t e s e n  m in d k é t  ha lm az  ü r e s  a k k o r ,  ha t Ä(s) = 0,0.
Adjuk meg most a 0 h a lm a z n a k  egy  N számú z á r t  h a l m a z r a
v a l ó  f e l b o n t á s á t ,  a h o l  a s z e r e p l ő  h a lm a z o k  nem s z ü k s é g k é p p e n
N r,
d i s z j u n k t a k  é s  l e h e t  k ö z t ü k  ü r e s  i s .  L eg y en  © = ^ n ^ i ,  a h o l  
9 ^  z á r t  i = l , 2 , . . . , N  m e l l e t t .
Legyen f i  az  i ( f l  j á t é k o s h o z  r e n d e l t  a l á b b i  f ü g g v é n y :
Ha ö  J, 0  t a k k o r
f  i  W  -






xfc G \ 0  
x f c  0
7 1 9 /
A b e v e z e t e t t  f o g a l m a k  s e g í t s é g é v e l  d e f i n i á l h a t j u k  a mi­
n ő s é g i ,  k v a l i t a t í v  d i f f e r e n c i á l j á t é k o t :
0 ,15  D e f i n í c i ó ;  A = ^ I  > > [ Hi ] i - l j  0 . 1 0
d e f i n í c i ó  s z e r i n t  m e g a d o t t  d i f f e r e n c i á l j  á t é k o t  k v a l i t a t í v  j á ­
t é k n a k  n e v e z z ü k ,  ha e k v i v a l e n s  egy o l y a n  d i f f e r e n c i á l j á t é k k a l ,  
am e lynek  k i f i z e t ő f ü g g v é n y e i  f e l í r h a t o k  a z  a l á b b i  f o r m á b a n :
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V_
~ ^  ha  s £  S nem m e g e n g e d e t t
l i m  f^ f 'zC t)) ,  ha t * ( s )  = ° ° ,  é s  z" egy a 0 . 6  
t  —* t-^ d e f i n í c i ó  / 2 /  f e l t é t e l é n e k  s - e l  
e l e g e t  t e v ő  görbe
l i m  sup f .  ( z )  ha  t* ( s )  á. 00
í-±o 1
z 6 ( s )
M eg jeg y e zz ü k ,  hogy  a l i m  és a l i m  sup b i z t o s a n  l é t e z n e k .
Ha u g y a n i s  t * ( s ) =  00 , a k k o r  minden a f e l t é t e l e k n e k  eLeget t e v ő
z  g ö r b e  a 0 - n  k i v ü l  h a l a d ,  a k á r  v é g e s  t ^ ,  a k á r  nem. I t t  
p e d i g  minden f • k o n s t a n s  é r t é k e t  v e s z  f e l  / I d .  a / 1 9 /  d e f i n í ­
c i ó t / .  A l i m  sup p e d i g  a z é r t  l é t e z i k ,  m er t  .£ —> 0 m e l l e t t  Z^b)  
monoton fo g y ó  h a l m a z r e n d s z e r  és i g y  a szup  i s  monoton fo g y ó  
s z á m s o r o z a t o t  a d ,  m ely n ek  k o r l á t o s s á g a  m i a t t  b i z t o s a n  l e s z  
l i m e s z e .
Ha a k v a l i t a t í v  j á t é k  0 - ö s s z e g ü ,  a k k o r  ez  a z t  j e l e n t i ,  
hogy c s u p á n  e g y e t l e n  j á t é k o s  n y e r h e t ,  s t r a t é g i a v á l a s z t á s t ó l  
f ü g g ő e n .  A t e r m i n á l i s  p o n t o k  u g y a n i s  l e g f e l j e b b  e g y e t l e n  ©  ^ 
h a lm a z h o z  t a r t o z h a t n a k  minden s m e g e n g e d e t t  s z i t u á c i ó b a n  m in­
den e l é g  k i s  £ ( s ) m e l l e t t .  Ha a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m eg o ld á ­
s a i r a  é r v é n y e s  az u n i c i t á s  t é t e l e ,  a k k o r  e h h e z  e l e g e n d ő  a 0  ^ 
h a lm a z o k  d i s z j u n k t s á g á t  m e g k ö v e te ln ü n k .  / E b b ő l  c su p á n  a n n y i  
k ö v e t k e z i k ,  hogy c s a k  egy j á t é k o s  n y e r h e t .  A O - ö s s z e g ü s é g h e z  
l e g a l á b b  egy 0 ^ - n e k  ü r e s n e k  k e l l  l e n n i e . /  Ha n i n c s  u n i c i t á s ,  
vagy a h a lm az o k  nem d i s z j u n k t a k ,  a k k o r  n y e r h e t  e g y i d e j ű ­
l e g  t ö b b  t á j é k o s  i s .
E z u t á n  d e f i n i á l j u k  a k v a n t i t a t í v  vagy m e n n y i s é g i  j á t é k o ­
k a t .  Megadunk minden 1 -  i  -  H m e l l e t t  egy o l y a n  m e g e n g e d e t t  s
42
s z i t u á c i ó k o n  é r t e l m e z e t t  f u n k c i o n á l t ,  m e ly e k r e  t Ä(_s) 4. <*=
Legyen z ( z  , 0 /  az  a l á b b i  h a lm az :
z (z  , ö )  = ©  Z , S ’C-S m e g e n g e d e t t  s z .  h a lm az a  / 2 1 /
s e s 1
Legyen
I . :  z ( z  , © )  >R , 1 4 1 4 . N1 n q ’ 7 ’ 7 2 2 /
egy f u n k c i o n á l .
0 .1 6  D e f i n i c i ó :  A í1 =
í j  i = l  ’
c i ó  s z e r i n t  m e g a d o t t  d i f f e r e n c i á l j á t é k o t  k v a n t i t a t í v  j á t é k n a k  
n e v e z z ü k ,  ha  e k v i v a l n e s  egy  o l y a n  j á t é k k a l ,  m elynek  k i f i z e -  
t ő f ü g g v é n y e i t  m e g a d h a t ju k  a z  a l á b b i  f o r m á b a n :
Vegyük é s z r e ,  hogy a k v a n t i t a i v  és k v a l i t a t í v  j á t é k o k  
o s z t á l y a i  nem d i s z j u n k t a k .  M in t  a d e f i n i c i ó k b ó l  k i d e r ü l ,  kva­
l i t a t í v  j á t é k  e s e t é b e n  a d o t t  c é l h a l m a z t  k e l l  e l é r n ü n k ,  i l l e t v e  
e l k e r ü l n ü n k .  A k v a n t i t a t í v  j á t é k o k n á l  b á r m i l y e n  nye rem ény  é r ­
d e k éb e n  v a l a m e n n y i  j á t é k o s n a k  é r d e k e ,  hogy  o l y a n  s z i t u á c i ó t  
v á l a s s z a n a k ,  am ely  m e l l e t t  e l é r i k  a ©  c é l h a l m a z t .  Ez a z t  j e ­
l e n t i ,  hogy k v a n t i t a t í v  j á t é k  m eg o ld á s á n a k  s z ü k s é g e s  f e l t é t e l e  
a z ,  hogy a 0  ±= 0 ,  i = l , 2 ,  . . .  , N m e l l e t t i  k v a l i t a t í v  j á t é k  
m ego ldha tó  l e g y e n  nem 0 n y e r e m é n n y e l .  A k v a l i t a t í v  j á t é k o k  meg­
o l d á s a  t e h á t  a l a p j á t  k é p e z i  v a la m e n n y i  k v a n t i t a t í v  j á t é k  meg­
o l d á s á n a k ,  a z  u t ó b b i  e s e t b e n  a l e h e t s é g e s  k v a l i t a t í v  megoldá­
s o k b ó l  v á l o g a t j u k  k i  az " o p t i m á l i s "  m e g o l d á s t .
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T o v áb b i  j á t é k o s z t á l y o k a t  n y e r ü n k  még a j á t é k  d i n a m i k á j á t  
megadó d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  t i p u s a  a l a p j á n .  E ze k  megegyeznek 
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k n é l  s z o k á s o s  o s z t á l y o k k a l .  Hármat  e m l í ­
t ü n k  meg:
L i n e á r i s  a j á t é k ,  ha a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  l i n e á r i s  és 
az i r á n y í t á s i  p a r a m é t e r e k  i s  l i n e á r i s a n  s z e r e p e l n e k .
N e m l i n e á r i s  j á t é k e l m é l e t i  p r o b l é m á r ó l  b e s z é l ü n k ,  ha l e g a  
l á b b  a v e z é r l é s i  p a r a m é t e r e k  n e m l i n e á r i s á n  s z e r e p e l n e k  az 
e g y e n l e t b e n .
K é s l e l t e t e t t ,  i n f o r m á c i ó j u  j á t é k r ó l  a k k o r  b e s z é l ü n k ,  ha a 
d i n a m i k á t  egy k é s l e l t e t e t t  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  Í r j a  l e .
E z z e l  á t t e k i n t e t t ü k  a fő b b  o s z t á l y o z á s i  s z e m p o n t o k a t .
44
l . §  A f ö l é n y  k é r d é s e .
D o l g o z a t u n k b a n  N - s z e m é l y e s  m in ő s é g i  j á t é k o k  e g z i s z t e n c i a -  
p r o b l é m á i v a l  s z e r e t n é n k  f o g l a l k o z n i .  E z e k n e k  a p ro b lé m á k n a k  
a l a p k é r d é s e  a k ö v e t k e z ő :  A j á t é k o s o k  egy K C I  c s o p o r t j a  t u d - e  
úgy s t r a t é g i á t  v á l a s z t a n i ,  hogy egy m á s ik  K’C. I  c s o p o r t  b á r ­
mely s t r a t é g i a v á l a s z t á s a  m e l l e t t  egy a d o t t  p e r e m f e l t é t e l t  t e l ­
j e s í t ő  / e s e t l e g  nem t e l j e s í t ő /  m e g o l d á s g ö r b é t  k a p ju n k ?  Az i l y e n  
k é r d é s e k  m e g v á l a s z o l á s a ,  m in t  e z t  a t ö r t é n e t i  r é s z n é l  már em­
l í t e t t ü k ,  m in d ig  k o n s t r u k t i v  e l j á r á s t  i g é n y e l  / l d .  [ 4 3 ,  L l8 3 ,  
L 3 l 3 , C 3 6 3 , C 3 9 J / .  Ezek  az  e l j á r á s o k  v a l a m i l y e n ,  a d i n a m i k á r a  és 
a c é l h a l m a z r a  k i r ó t t  f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l é s é n  a l a p s z a n a k .  A 
k é r d é s f e l t e v é s b ő l  i s  é s  a t ö r t é n e t i  r é s z b e n  l e í r t a k b ó l  i s  e l é g  
k é z e n f e k v ő é n  k ö v e t k e z i k ,  hogy  a f e n t i  f e l t é t e l e k  a j á t é k o s o k  
s z e m p o n t j á b ó l  nem s z i m m e t r i k u s a k .
E § - b a n  a d i n a m i k á r a  k i r ó t t  f e l t  é t e l t í p u s o k k a l  és  e z e k  
k a p c s o l a t a i v a l  f o g u n k  f o g l a l k o z n i .  N é g y f é l e  f e l t é t e l t i p u s t  ve ­
z e t ü n k  be az  a l á b b i  n ég y  f e l a d a t n a k  m e g f e l e l ő e n :  az a d o t t  c é l ­
h a lm a z  e l é r é s e  k é s l e l t e t é s  n é l k ü l ,  k é s l e l t e t é s s e l ,  a c é l h a l m a z  
e l k e r ü l é s e  k é s l e l t e t é s s e l  és a n é l k ü l .  Ha a j á t é k o s o k  egy c s o ­
p o r t j á n a k  l e h e t ő s é g e  v an  c é l j a  m e g v a l ó s í t á s á r a  egy m ás ik  c s o ­
p o r t  a k a r a t a  e l l e n é r e  i s ,  e z t  úgy m o n d ju k ,  hogy f ö l é n y b e n  van 
a m ás ik  c s o p o r t t a l  sz em b e n .  E rő s  f ö l é n y r ő l  ak k o r  b e s z é l ü n k ,  ha 
k é s l e l t e t e t t  i n f o r m á c i ó  e s e t é n  i s  e l e g e n d ő  a c é l  m e g v a l ó s í t á ­
s á r a ,  g y e n g é r ő l  a k k o r ,  ha  c s u p á n  a m á s ik  v á l a s z t á s á n a k  i s m e ­
r e t é b e n  t u d u n k  j ó l  v á l a s z t a n i  az a d o t t  i d ő p i l l a n a t b a n .  E l f u t ó  
f ö l é n y r ő l  a k k o r  b e s z é l ü n k ,  ha  ennek  m e g f e l e l ő  b i r t o k á b a n  a 
k o a l i c i ó  a z  a d o t t  c é l h a l m a z  e l k e r ü l é s é r e  k é p e s ,  a c é l h a l m a z
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e l é r é s é h e z  e l e g e n d ő  f ö l é n y t  f ö l é n y n e k  f o g j u k  n e v e z n i .
1 .  F ö l é n y  d e f i n í c i ó k .
A. 0 . §  j e l ö l é s e i t  é r v é n y e s n e k  t e k i n t j ü k  a z  e g é s z  d o l g o z a t ­
b a n ,  a f ü g g e l é k e t  l e s z á m í t v a .
Legyen K C I  egy v a l ó d i  r é s z h a l m a z ,  a j á t é k o s o k  i l y e n  c s o ­
p o r t j á t  k o a l í c i ó n a k  n e v e z z ü k .
A 0 .§  2 .  p o n t j á b a n  b e v e z e t e t t  h a lm a z o k  l e g y e n e k  a t o ­
v á b b ia k b a n  k o m p ak tak .  Legyen az  F l e k é p e z é s  f o l y t o n o s  és  t e ­
li
gyen e l e g e t  minden r ö g z í t e t t  u  e  TT K. m e l l e t t  l o k á l i s  L i p -
i = l  1
s c h i t z - f é l e  f e l t é t e l n e k .  /A j e l ö l é s e k e t  l d .  a / 7 /  k i f e j e z é s n é l  
és k ö r n y é k é n . /
B e v e z e t j ü k  az a l á b b i  j e l ö l é s e k e t :
Legyen K C I  egy k o a l i c i ó .
U • -  11 Ki




i  £  I  \  K
7 2 5 /
E z z e l  e l ő k é s z í t e t t ü k  a f ö l é n y f o g a l m a k  d e f i n í c i ó i t .
L egyenek  K, K’ k é t  k o a l i c i ó ,  m e ly ek re  t e l j e s ü l  a 
Ká\K’ = 0  f e l t é t e l .  Legyen e ^ E ’ , a h o l  E ’ az  E B a n a c h - t é r  
d u á l i s a  és l e g y e n  Xo <2GCE r ö g z í t e t t  p o n t .
1 . 1  D e f i n í c i ó :  A K k o a l i c i ó  gyenge  f ö l é n y b e n  van a K’ 
k o a l í c i ó v a l  szemben az  x QG G p o n t b a n  az  e f u n k c i o n á l l a l  k i j e -  
l ö l f ' i r á n y b a n " , ha  m egadható  o l y a n  c > 0 ,  hogy  minden v <= U , -  
höz  t a l á l h a t ó  o l y a n  u(v)  & , hogy
F( x o>(UKUK>R u(-v ) ■ b j ] c  / 2 6 /
t e l j e s ü l .
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1 .2  D e f i n í c i ó :  A K k o a l í c i ó n a k  g y e n g e  e l f u t ó  f ö l é n y e  van 
a K’ - v e i  szem ben  a z  x Qé G p o n t b a n  az  e f u n k c i o n á l l a l  k i j e l ö l t  
" i r á n y b a n " ,  h a  m inden  v é U K, - h ö z  van o l y a n  u(vjfcUK ,hogy
F( x o> (UK U K ’) x [ l u > V) J )  ^  [ . e t  ° i  / 2 7 /
t e l j  e s ü l .
1 .3  D e f i n í c i ó :  A K k o a l í c i ó n a k  e r ő s  f ö l é n y e  van a z  x Q 
p o n t b a n  az e f u n k c i o n á l l a l  k i j e l ö l t  i r á n y b a n ,  ha m egadható  
o l y a n  u£U^. é s  c )  0 , hogy  az
t e l j  e s ü l .
1 .4  D e f i n í c i ó ;  A K k o a l í c i ó n a k  e r ő s  e l f u t ó  f ö l é n y e  van az 
x q p o n tb a n  a z  e f u n k c i o n á l l a l  k i j e l ö l t  i r á n y b a n ,  ha l é t e z i k  
o l y a n  u<= U^ . , h o g y  az
K x o> uk x { e>' ° }  / 2 9 /
t e l j e s ü l .
M eg m u ta t ju k  a b e v e z e t e t t  négy f ö l é n y f o g a l o m r ó l ,  hogy  p á ­
r o n k é n t  s z o r o s  k a p c s o l a t b a n  á l l n a k  e g y m á s s a l .
1 .1  T é t e l :  A K k o a l í c i ó n a k  a k k o r  é s  c s a k i s  ak k o r  van e r ő s
f ö l é n y e  az x Q p o n t b a n  az e f u n k c i o n á l l a l  k i j e l ö l t  i r á n y b a n ,  ha 
a z  I  \ K  k o a l í c i ó n a k  n i n c s e n  gyenge  e l f u t ó  f ö l é n y e  a - e  f u n k -  
c i o n á l l a l  k i j e l ö l t  i r á n y b a n .
B i z o n y í t á s : 1 .  Tegyük f e l ,  hogy a K k o a l í c i ó n a k  e r ő s  f ö ­
l é n y e  van az  e i r á n y b a n .  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy van o l y a n  u é  U^ - ,
amely  m e l l e t t  / 2 8 /  t e l j e s ü l .  E z é r t  e z e n  u -h o z  nem t a l á l h a t ó  
r s. _L
o l y a n  v {\x)G UR , hogy a / 2 7 /  - e - v e l  t e l j e s ü l j ö n .
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2 .  Tegyük f e l ,  hogy  a z  I \ K  - n a k  n i n c s  g y e n g e  e l f u t ó  f ö ­
l é n y e  a z  G p o n t b a n  a - e  i r á n y b a n .  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy 
van o l y a n  u £ UK , hogy  minden v £  m e l l e t t  az
7 3 1 /
f e l t é t e l  - t e l j e s ü l .  Azonban a
F (x0 , vau
) >
, v £  U
1
K 7 3 2 /
f ü g g v é n y ,  mint  k é t  f o l y t o n o s  fü g g v é n y  k o m p o z í c i ó j a  f o l y t o n o s  
l.
és az  kompakt h a lm a z o n  m in d e n ü t t  p o z i t i v  é r t é k e k e t  v e s z
f e l .  Legyen c a $  f ü g g v é n y  p o z i t i v  minimuma. A f e n t i  u  £ U^ - 
és  a c szám t e l j e s í t i k  az  1 . 3  d e f i n í c i ó  f e l t é t e l é t .  E z z e l  a 
t é t e l t  b e l á t t u k .
1 . 2  T é t e l ;  A K k o a l í c i ó n a k  a k k o r  és  c s a k i s  ak k o r  van 
gyenge  f ö l é n y e  az e f u n k c i o n á l l a l  k i j e l ö l t  i r á n y b a n  az I \ K  
k o a l í c i ó v a l  szem ben,  ha  az  I  \ K  k o a l í c i ó n a k  n i n c s e n  e r ő s  e l ­
f u t ó  f ö l é n y e  a - e  i r á n y b a n .
B i z o n y í t á s :  1 .  Tegyük f e l ,  hogy a K k o a l í c i ó n a k  n i n c s e n  
az  x Q p o n t b a n  gyenge  f ö l é n y e  az e i r á n y b a n .  Ez a z t  j e l e n t i ,  
hogy 1 / n - h e z  megadható  o l y a n  U^ - e lem  n = l , 2 , . . .  m e l l e t t ,
hogy
Uk) )  á 1/a / 3 3 /
Az UK kom paktsága  f o l y t á n  az  u^ s o r o z a t b ó l  k i v á l a s z t h a t ó  k o n ­
v e r g e n s  r é s z s o r o z a t ,  l e g y e n  ez uß — u, a h o l  u  fc UK
r é s z s o r o z a t  h a t á r e l e m e .  Minden v £  m e l l e t t  t o v á b b á
X v —* u * v , é s  a / 3 3 /  e g y e n l ő t l e n s é g  f o l y t á n  
{  e »F (  x o ’ u  * uk) } ^ 0 734/
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t e l j e s ü l ,  ami a z  á l l i t á s  eg .y ik  f e l é t  a d j a .
2 .  Ha a z  I \ K  k o a l í c i ó n a k  e r ő s  e l f u t ó  f ö l é n y e  van az  xo
p o n t b a n  a - e  i r á n y b a n ,  a k k o r  ez a z t  j e l e n t i ,  hogy van o ly a n  
u ^ U ^  , h o g y  minden v £  UK m e l l e t t  az
<( e , f (x q ,u x v)} 4 0 /35/
f e l t é t e l  t e l j e s ü l ,  v a g y i s  e h h e z  az  u  - h o z  nem a d h a t ó  meg 
o l y a n  v (u)£UK, hogy
\  e , f (x q , u * v ( u j ) > u  / 36/
t e l j e s ü l j ö n  é s  e z z e l  az  á l l i t á s t  b e l á t t u k .
A most  k ö v e t k e z ő  k é t  t é t e l  a b e v e z e t e t t  e r ő s  és  gyenge 
f ö l é n y f o g a l m a k a t  j e l l e m z i k .
Legyen e G E ’ egy e g y s é g n o r m á j u  f u n k c i o n á l .
1 , 5  D e f i n í c i ó :  az E B a n ac h  t é r e n  b e v e z e t j ü k  é s  IN l^£ - v e l  
j e l ö l j ü k  a z  a l á b b i  n o r m á t :
HU Hl e = max^Hx li » I <Ue , x) I] > x€E • /37 /
1 . 3  T é t e l :  A K k o a l i c i ó  ak k o r  é s  c s a k i s  a k k o r  van f ö l é n y ­
ben a K’ k o a l í c i ó v a l  szem ben  az  x o6G p o n t b a n  az  e £ E ’- v e l  k i ­
j e l ö l t  i r á n y b a n ,  ha m eg a d h a tó  o ly a n  1> 4  > 0 ,  é s  t £ E ,
1|| t l l | e =1 ,  2 e , t ) = l ,  hogy  minden v £ U K, e lem hez  t a l á l h a t ó
o l y a n  u(v) UK e lem ,  hogy  t e l j e s ü l  az
H Xo’ UKUK'* U '  11 v j )  C- K t  t ( 0 > .= U \ [ G “' »  + t j  / 3 B /
A>o
B i z o n y í t á s :  1 .  T együk  f e l ,  hogy a K k o a l í c i ó n a k  f ö l é n y e  
van  az e i r á n y b a n  az x Q p o n t b a n  a K* f e l e t t .  Az 1 . 1  d e f i n í c i ó  
s z e r i n t  t e h á t  a
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V := P- 1 'x  , [ e  >, c j ) c  tt K. / 3 9 /
J i = l  1
halmaz nem ü r e s  és  a f o l y t o n o s B á g  m ia t t  kompakt.
Az F l e k é p e z é s n e k  a G * V-re v a l ó  m e g s z o r í tá s a  t e l j e s i t i  
a f ü g g e l é k  F 2 . 3  t é t e l é n e k  f e l t é t e l e i t  c=tT-h, o 1 m e l l e t t  
e z é r t  i g a z ,  hogy
F (x  , k ) C- K t  t  Co) / 4 o /
az i d é z e t t  t é t e l  a l a p j á n .  Miután az  1 . 1  d e f i n i c i ó  f e l t é t e l é ­
nek t e l j e s ü l é s e  és  V k o n s t r u k c i ó j a  b i z t o s i t  o l y a n  u ( v ) - t  
minden v t U ^ 1 - h e z ,  hogy
UKUK’ * v O  V / 4 1 /
t e l j e s ü l ,  az á l l i t á s  e l s ő  f e l é t  b e b i z o n y í t o t t u k .
2 .  T e l j e s ü l j ö n  a / 3 8 /  f e l t é t e l  valamely  tfcE, e £ E *  és  
t  > O -ra .  B e l á t j u k ,  hogy ekkor t e l j e s ü l  az 1 . 1  d e f i n i c i ó  f e l ­
t é t e l e  .
Képezzük a Gn :=Kj t ( . 0 ) f | [ e  > 1 / n  J h a l m a z s o r o z a t o t  
n = l , 2 , . . . , n , . . .  m e l l e t t .  Képezzük továbbá az a l á b b i  ha lm azt:
Hn=j^u | u feUK, é s  3 v(u)&UK hogy f (x o ,U^uk* x v W *  u) ° Gn J / 4 2 /  
hogy Hn n y i l t .
B e l á t j u k ,  Miután az * v ( u ) * u  halmaz kompakt m etr ikus
t é r ,  f o l y t o n o s  képe i s  kompakt, a m e ly e t  a f e n t i  Gn n y i l t  h a l ­
mazok v a la m e ly ik e  b i z t o s a n  l e f e d  é s  e f e d ő  Gß h a t á r á t ó l  v é g e s
p o z i t i v  ^  t á v o l s á g r a  van.  Ám F e g y e n l e t e s e n  i s  f o l y t o n o s  a 
N
iJ 1 Ki  kompakt s z o r z a t t é r e n ,  e z é r t  < ? /  2 -h ö z  megadható o ly a n
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G k ö r n y e z e t , hogy minden u ’ é  ö í - ( tr/x) (u ) -  b e l i  pon tra
/ 4 2 /  f e l t é t e l e  t e l j e s ü l .
A / 3 8 / - a l  k i f e j e z e t t  f e l t é t e l  azonban b i z t o s í t j a ,  hogy
co
é s  miután U'K, kompakt, a Hn - e k  p e d i g  n y i l t a k ,  van o ly a n  vé ­
g e s  n ,  hogy az U^, - t  már l e f e d i .  A l e g k i s e b b  i l y e n  n l e ­
gyen  n Q, c = l / n Q m e l l e t t  t e l j e s ü l  az 1 . 1  d e f i n í c i ó  f e l t é t e l e .  
E z z e l  a t é t e l t  m a ra d ék ta la n u l  b e l á t t u k .
1 .4  T é t e l :  A K k o a l i c i ó  akkor és  c s a k i s  akkor van e r ő s
f ö l é n y b e n  az  x Q pontban az  efcE* , li e 11= 1 f u n k c i o n á l l a l  k i j e ­
l ö l t  irá n y b a n ,  ha megadható o lyan  1> t  > 0 , és t  6  E, (li tHL=l,  
V 2 e , t )  =1,  am elyh ez  t a l á l h a t ó  o ly a n  u £ UK e lem, hogy az
t a r t a lm a z á s  t e l j e s ü l .
B i z o n y í t á s : A t é t e l t  az 1 . 3  t é t e l h e z  h a s o n ló a n  b i z o n y í t ­
h a t j u k  be ,  c s u p á n  e g y s z e r ű b b e n .  I t t  a b i z o n y í t á s t  nem r é s z l e ­
t e z z ü k .
ü most k ö v e t k e z ő  t é t e l e k  i s  az e r ő s  i l l e t v e  gyenge  f ö l é n y t  
j e l l e m z i k ,  méghozzá e t u l a j d o n s á g o k  h e l y t ő l  va ló  f ü g g é s é t .
1 .6a D e f i n i c i ó :  g|  k , - v e i  j e l ö l j ü k  az a l á b b i  h a lm a zt :
7 4 3 /
7 4 4 /
van K’- v e l  s z . - b e n  az
e irá n y b a n  j-
1 .6b D e f i n i c i ó :  g|  - v a l  j e l ö l j ü k  az  a lá b b i  h a lm a z t :
g| : =  x jxt-G-ben K e r ő s  f ö l é n y b e n  van az e i r . - b a n j
51
1 .6 c  D e f i n í c i ó :  F^ - K, - v e i  j e l ö l j ü k  az a l á b b i  ha lm azt :
K K, : = j xj x  £  G-ben K-nak e l f .  f ö l é n y e  van K * - v e l  a z . - b e n  
az e i rá n y b a n J  
1 .6 d  D e f i n i c i ó :  F | . - v a l  j e l ö l j ü k  az a l á b b i  h a lm a z t :
F^: = jlxjx G-ben K-nak e r ő s  e l f .  f ö l é n y e  van az  e i r . - b a n j
1 .5  T é t e l :  A G^ - ^  é s  G^ - halmazok n y i l t a k .
B i z o n y i t á a : E leg en d ő  megmutatni ,  hogy ha x J = G e v  -n e kO jS. , A
/ Gj^-nak/, akkor l é t e z i k  G ^ x J  C. g|  k , / g| /  a lk a lm a s
cT > O - v a l .
g gAz xq£ Gk k^ , /G^/ azt jelenti, hogy a
V:= F"1 ( x Q, j^e > h > o ] j c  TT K
N
i = l
7 4 5 /
kompakt halmaz nem ü r e s ,  s ő t  az e g y e s  f ö l é n y e k n e k  m e g f e l e l ő e n  
ta r t a lm a z  b i z o n y o s  a la k ú  p o n t o k a t .
B z o r i t s u k  meg a F l e k é p e z é s t  az a l á b b i  módon:
F : G X V E 9
e r r e  h / 2 - v e l  i g a z ,  hogy
f U 0 . V) d  [  e >  h / 2 ]  . / 4 6 /
V kompaktsága f o l y t á n  azonban l é t e z i k  o ly a n  G^.( x Q) C. G, hogy
F ^ G ^ U j »  v ) d  {e  >  h / 2 j  / 4 7 /
t e l j e s ü l .  Ez p e d i g  mindkét sz ó b a n fo r g ó  f ö j é n y f o g a lo m r a  b i z o ­
n y l t j a  a t é t e l  á l l i t á s á t .
1 . 6  T é t e l :  Az F® K, és  az F^ - halmazok z á r t a k .
B i z o n y í t á s : Ezek z á r t s á g a  k ö z v e t l e n  következménye az 1 . 1 ,
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1 . 2  t é t e l e k n e k  melyek s z e r i n t  e ha lm azok m e g f e l e l ő  Ge t i p u s u  
halmazok k o m p le m e n te r e i ,  melyek v i s z o n t  az 1 . 5  t é t e l  s z e r i n t  
n y i l t a k .
2 .  l o k á l i s  s t r a t é g i á k  fo g a lm a .
E p o n tb a n  a z z a l  f o g l a l k o z u n k ,  hogy  ha a G halmaz va lam ely  
pontjában f e n n á l l  a b e v e z e t e t t  f ö l é n y t i p u s o k  k ö z ü l  v a l a m e l y ik  
egy k o a l i c i ó  szám ára,  akkor hogyan h a s z n á l h a t j a  f e l  e z t  e ko­
a l í c i ó  s t r a t é g i á j a  m e g v á l a s z t á s á r a .  Az e r ő s  és  gyenge  f ö l é n y  
a la p já n  k é p z e t t  s t r a t é g i á n a k  az a t u l a j d o n s á g a ,  hogy egy p o n t ­
ra megadott s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l y  "ugyanazt” eredménye­
z i  a pont e g y  k ö r n y e z e t é b e n ,  mint a pon tb a n ,  l e h e t ő s é g e t  n y ú j t  
a r r a ,  hogy e s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l y t  ne p o n to k h o z ,  hanem 
n y i l t  k ö r n y e z e t e k h e z  r e n d e l j ü k .  E z e k e t  a l o k á l i s  s t r a t é g i a ­
v á l a s z t á s i  s z a b á l y o k a t  f o g j u k  l o k á l i s  s t r a t é g i á k n a k  n e v e z n i .
E l s ő  l é p é s k é n t  megadjuk most f ö l é n y  t e l j e s ü l é s e  e s e t é r e  
a s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  " s z a b á l y t " .
1 .7  T é t e l ;  Legyen a K k o a l í c i ó n a k  az xq£ G pontban az 
e £ E ’ , II e II = 1 i rán yban  f ö l é n y e  a K’ k o a l í c i ó v a l  szemben.  
Ekkor megadható egy VQ : U ^ , — > U^ - B o r e l -m ér h e t  ő l e k é p e z é s  
úgy, hogy
?(*o> Ur u k ’ »Te (u)  X u) c  [ _ e  >  o ]  a h o l  / 4 8 /
c 0 az  1 . 1  d e f i n í c i ó b a n  s z e r e p l ő  p o z i t í v  szám.
B i z o n y í t á s : Megjegyezzük e l ő s z ö r  i s ,  hogy a b i z o n y í t á s ­
ban l é n y e g t e l e n  a c szám é r t é k e ,  ennek  a t e t e i b e n  csupán a 
f ö l é n y  d e f i n í c i ó j a  m ia t t  van s z e r e p e .  E zér t  t e t s z ő l e g e s  c 
m e l l e t t  b i z o n y l t j u k  a t é t e l t ,  a z é r t ,  hogy e g y ú t t a l  e l f u t ó  
f ö l é n y r e  i s  megkapjuk a V l e k é p e z é s  k o n s t r u k c i ó j á t .
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A f ö l é n y  d e f i n í c i ó j á b ó l  k ö v e t k e z i k ,  hogy minden u£  U„,xí
höz van o ly a n  v ( u) , hogy az f 'yx0 , UKUK, X v ^  <u) C [e >. c l  . 
/E z  a l é n y e g e s  s a j á t o s s á g  gyenge e l f u t ó  f ö l é n y  e s e t é b e n  c= 
O-val  t e l j e s ü l ,  l d .  az 1 . 2  d e f i n í c i ó t . /  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy  
minden w £  ^ R, m e l l e t t  t e l j e s ü l  az
p-1  Vx o » w> c i ) ^  \ v v l u ) ,  u j j  UfeUK, ] / 4 9 /
t a r t a l m a z á s .  M á srész t  az F f o l y t o n o s s á g a  m ia t t  az
P"1 ^ ,  w, [ e  ^  c}) C. UK X UK, / 5 o /
halmaz kompakt. Képezzük az
P n




/ 5 1 /
kompakt h a lm a z t ,  amely a / 4 9 /  m ia t t  nem ü r e s ,  s ő t  a v e t ü l e -  
t e  az Uß-,-re az e g é s z  halmaz l e s z  /p^-1. ( p '= U ^ , / .
Ekkor azonban a f ü g g e l é k  F . 1 . 2  t é t e l e  b i z t o s í t j a ,  hogy  
megadható o ly a n
Ve : UK’ UK
B o r e l -m é r h e tő  l e k é p e z é s ,  amelyre t e l j e s ü l  az
P ^  j_Vve ^u ) » u; | u ^ UK» ] / 5 3 /
f e l t é t e l ,  ami a z t  j e l e n t i ,  hogy VQ e l e g e t  t e s z  a / 4 8 /  f e l t é ­
t e l n e k .  E z z e l  a t é t e l t  b e l á t t u k .
1 . 1  M eg jeg y zés :  Ha a K k o a l í c i ó n a k  e r ő s  f ö l é n y e  van az
x Q pontban az e G. E ’ , II e 1 = 1 i r á n y b a n ,  akkor megadható a
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7 5 4 /Ve í u ) : = v t U K , u £ U j
konstans  l e k é p e z é s  ú g y , hogy az  / 1 . 2 /  d e f i n í c i ó v a l  s z e r e p l ő  
c > O-val  t e l j e s ü l  az
f (x 0 , u ,V6 (u)j je  > c ]  , minden ué-'Uj^ / 5 5 /
m e l l e t t .
Ez az 1 . 2  d e f i n í c i ó  t e r m é s z e t e s  következm énye .
1 .2  M e g je g y z é s :  Miután f e l i i i v t u k  a f i g y e l m e t  a r r a ,  hogy 
az 1 .7  t é t e l  b i z o n y í t á s á b a n  nem v o l t  l é n y e g e s  s z e r e p e  a s z e ­
r e p l ő  c k o n s t a n s  é r té k é n e k  é s  l á t t u k ,  hogy ami a t é t e l  b i z o ­
n y í t á s á h o z  s z ü k s é g e s ,  az t e l j e s ü l  a gyenge e l f u t ó  f ö l é n y r e  i s ,  
e z é r t  k im ondhatjuk  külön b i z o n y í t á s  n é l k ü l  az a l á b b i  t é t e l t :
l . ö  T é t e l :  Ha a K k o a l í c i ó n a k  gyenge  e l f u t ó  f ö l é n y e  van 
az x Q £ G pon tban  a K* k o a l í c i ó v a l  szemben az e £ E ’ ,l |e!|  = 1 
i rán yban ,  akkor megadható egy
Ve : K* > K  / 5 6 /
B o r e l -m é r h e tő  l e k é p e z é s  úgy,  hogy minden u 4  U^, - r e  t e l j e s ü l  
az
F (xq »Ve (. u.) » u ) c .  [ e  >  o ]  / 5 7 /
f e l t é t e l .
1 . 3  M e g jeg y z é s :  Erős e l f u t ó  f ö l é n y  e s e t é b e n  az  1 . 1  meg­
j e g y z é s  e l j á r á s a  b i z t o s i t  egy az / 5 7 / - n e k  e l e g e t  t e v ő  V Q l e ­
k é p e z é s t  .
A V l e k é p e z é s e k  d e f i n í c i ó j a  után megmutatjuk b e v e z e t e t t  
f ö l é n y  t e l j e s ü l é s é n e k  számunkra a l a p v e t ő e n  f o n t o s  következmé­
n y é t .
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1 . 3  T é t e l :  Legyen a K k o a l í c i ó n a k  a K* k o a l í c i ó v a l  szem­
ben az xq 6 G pontban az e í E ’ , Hell = 1 i rán yban  f ö l é n y e .  
Ekkor megadható egy a lk a lm a s
K t  ,h  ( ° í= U A ’ í  Gí  < ° )  + h }  / 5 8 /
A >0
kúp / l á s d  az 1 . 5  d e f i n í c i ó t / ,  a h o l  <^ e , h > = l / 2 ,  l ( h ! l ~ l / 2  
/ a z a z  k ö z e l  1 / 2 / ,  é s  amelyre  t e l j e s ü l  az a l á b b i :
Megadható a t Q £ R-hez  / ( t 0 , z Q) =x q c  G/ o ly a n  c T >  0 ,  hogy  
a K* k o a l i c i ó  bármely u: L t 0 , t 1 ] —-  UK, , és  az I \ ( K U K ’) 
mérhető s t r a t é g i a v á l a s z t á s á r a  az
x ( t ) =  F ( x  ( t )  , V ( t )  , Ve (u ( t ) )  , u ( t ) )  t £  [ t Q, t 1]  m.m / 5 9 /  
x ( t o')= x o
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  megoldása t e l j e s i t i  az
x ( t )  6  x 0 + k £ j h (o) , t é ( t Q, t 0+cT) 
f e l t é t e l t ,  a h o l  a V az 1 . 7  t é t e l b e n  b i z t o s í t o t t  B o r e l - m é r h e t őtí •
l e k é p e z é s .
1 . 1 0  T é t e l :  Legyen a K k o a l í c i ó n a k  e r ő s  f ö l é n y e  az
x Q 6 G pontban az je £ E* ,í |e| |= 1 i r á n y b a n .  Ekkor megadható
egy a lk a lm a s  ^ (o) kúp / l d .  / 5 8 /  / ,  a h o l  <^e ,h> =  1 / 2 ,
IIhíj 1 / 2  / a z a z  k ö z e l  1 / 2 /  és am elyre  t e l j e s ü l  az a l á b b i :
Megadható a t  £  R ponthoz  /  ( t 0 , zq) = xq fc G/ o ly a n  cT> o ,
. _ _L
hogy az  I \ K  k o a l i c i ó  bármely u: [ _t Q, t j m é r h e t ő  
s t r a t é g i a v á l a s z t á s á r a  az
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x ( t ) =  F ( x ( t ) ,  u ( t ) , VQ( u  ( t ) ) )  m.m t  / 6 o /
x ( t  \ = x' O1 O i
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m egoldása  t e l j e s i t i  az 
x ( t ) £ x o + K£jh ( 0 )  , t f c [ t 0 , t Q + ( f ]  
f e l t é t e l t ,  a h o l  V az 1 . 1  m eg jeg y zésb en  b i z t o s í t o t t  k o n sta n stí
l e k é p e z é s .
B i z o n y í t á s ; A két t é t e l t  e g y ü t t  b i z o n y l t j u k .
Képezzük az x Q G m e l l e t t  az
F_ 1 ( x 0 , ^ e  > c > oj) = V -c Tr  K± / 6 l /
i = l
kompakt h a l m a z t ,  aho l  a c az  1 . 1  i l l e t v e  az 1 . 3  d e f i n í c i ó k b a n  
b i z t o s í t o t t  p o z i t i v  szám. A V l e k é p e z é s  k o n s t r u k c i ó j a  b i z t o -  
s i t j a ,  hogy f ö l é n y  e s e t é n  minden u^-U^ és m e l l e t t
a (v ,V  ( u ) ,  u )  6- V t e l j e s ü l j ö n ,  e r ő s  f ö l é n y  m e l l e t t  p e d ig  
minden ufcUy m e l l e t t  i g a z  a z  ( u , V e (u))  é  V f e l t é t e l .
l e g y e n e k  mármost u: 1 t 0 > t  -j] UK , v: f t Q, t-j] — UK  ^K,
mérhető l e k é p e z é s e k ,  a f e n t i e k  a l a p j á n
( V»v e ( u ) ,  u) : Lt0 » t j ] — - V  / 6 2 /
mérhető l e k é p e z é s t  kapunk, mert V  B o r e l - m é r h e t ő .  Ehhez ha-  
so n ló a n  az u : [ t Q, t 1] — -Ug e r ő s  f ö l é n y  e s e t é b e n  egy
( v e (u) ,  u) : [ t o»t l ^— / 63/
mérhető l e k é p e z é s t  h a t á r o z  meg. E z z e l  azonban e l ő á l l í t o t t u k  
az / 5 9 /  é s  / 6 0 /  m ego ld ásfüggvényekre  a f ü g g e l é k  E 2 .4  t é t e l é n e k
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f e l t é t e l e i t ,  amely a t é t e l e i n k  á l l i t á s a i t  b i z o n y l t j a .
1 . 4  M egjegyzés:  Az 1 . 9  és  1 . 1 0  t é t e l e k  b i z o n y í t á s á h o z  i d é ­
z e t t  F 2 .4  t é t e l  b i z o n y í t á s á b ó l  az  i s  k i d e r ü l ,  hogy megadható
az x Q pontnak egy o ly a n  a lka lm as c T > 0  k ö r n y e z e t e ,  amelynek  
minden p o n t já r a  é r v é n y e s  az 1 . 9  és  1 . 1 0  t é t e l  á l l i t á s a ,  még­
h o z z á  az a l á b b i  formában:
1 .1 1  T é t e l :  Az 1 . 9  és 1 . 1 0  t é t e l e k b e n  s z e r e p l ő  x Q p o n tn a k  
megadható o lyan  Gr j^(O) , cT>o k ö r n y e z e t e ,  megadható o lyan  < f  ?  0  
és  k ( 0 ) ,  am elyek  minden x*£- Gj -)(xq ) - b e l i  pontra  t e l j e ­
s í t i k  az 1 .9  i l l e t v e  az 1 . 1 0  t é t e l  á l l i t á s a i t ,  méghozzá az  
e g é s z  Gcp'(x0 ) - o n  u n i v e r z á l i s  V0 s t r a t é g i a v á l a s z t á s s a l .
1 . 5  M e g j e g y z é s : Az 1 .1 1  t é t e l  s e g í t s é g é v e l  a z t  s i k e r ü l t  
megmutatnunk e r ő s  é s  gyenge f ö l é n y e k  e s e t é b e n ,  hogy a G  ^
i l l e t v e  a GK n y i l t  halmazok e l ő á l l í t h a t o k  o l y a n  n y i l t  k ö r n y e ­
z e t e k  u n i ó j a k é n t ,  amelyek m indegyikén  egy k o n sta n s  Vg s t r a ­
t é g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l y  s e g í t s é g é v e l  h a s z n á l h a t j u k  f e l  m eg le v ő  
f ö l é n y ü n k e t .  Legyen most egy ^ ^  K* /G^-G^/ o lyan n y i l t  
h a lm a z ,  amelynek minden p o n t já r a  t e l j e s ü l  az  1 . 1 1  t é t e l  á l l i -  
t á s a 9 a V s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l l y a l .
1 . 7  D e f i n í c i ó :  A(V„,G)párt  n ev ezzü k  a K k o a l i c i ó  l o k á l i s  
s t r a t é g i a v á l a s z t á s á n a k ,  vagy r ö v id e n  l o k á l i s  s t r a t é g i á j á n a k .
A most k ö v e t k e z ő  §-ban megmutatjuk, hogy hogyan l e h e t  a 
l o k á l i s  s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l y o k b ó l  f e l é p í t e n i  g l o b á l i s  
s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l y o k a t .
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2 , §  A l o k á l i g  s t r a t é g i á k  s z i n t é z i s e .
Az e l ő z ő  § -ban  b e v e z e t t ü k  a K C I  k o a l i c i ó  f ö l é n y é n e k  
t ö b b f é l e  f o g a l m á t  és ezek  f e n n á l l á s a  e s e t é n  s t r a t é g i a v á l a s z t á ­
s i  módszert i s  adtunk .  E m ó d s z e r r ő l  e r ő s  i l l e t v e  gyenge  f ö l é n y  
e s e t é b e n  m egm utattuk ,  hogy egy  a lkalm as n y i l t  halmazon "megfe­
l e l ő "  v á l a s z t á s t  b i z t o s i t .  E z é r t  b e v e z e t t ü k  a l o k á l i s  s t r a t é ­
g i a  f o g a l m á t ,  amely egy ( v  , G)alaku p á r t  j e l e n t ,  a h o l  a V 
egy B oré i  m é r h e tő  l e k é p e z é s ,  G p e d ig  az e lő b b  e m l i t e t t  a l k a l ­
mas n y i l t  h a l m a z .
Most a z t  a k é r d é s t  v e t j ü k  f e l ,  hogy hogyan b i z t o s í t h a t j u k  
a l o k á l i s  s t r a t é g i á k  ö s s z e k a p c s o l á s á t ?  Ez a l a t t  a z t  k e l l  é r t e ­
n i ,  hogy ha a z  / 5 9 /  vagy / 6 0 /  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  megoldása  
a G halmaz v a l a m e l y  h a t á r p o n t j á h o z  é r k e z i k ,  vajon  m i ly e n  f e l ­
t é t e l e k  m e l l e t t  f o l y t a t h a t ó  a j á t é k  e h a t á r p o n t o n  c s a t l a k o z ó  
valam ely  másik  ( V*, , G* ) l o k á l i s  s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  s z a b á l y -
V
nak m e g f e l e l ő e n ?  E probléma rokon a s z a k a d á s i  f e l ü l e t e k  k ö z i s ­
mert p r o b l é m á j á v a l .
A f e l v e t e t t  problémát k é t  e s e t b e n  o l d j u k  meg. A második  
e s e t b e n  a d o t t  megoldás s z i n t e  f e l t é t e l  n é l k ü l  a lk a lm a z h a t ó ,  
t é t e l  form ájában  kimondott f i n o m í t o t t  v á l t o z a t a i  m indössze  a 
m e t r i z á l h a t ó s á g o n  múlnak é s  a z o n ,  hogy a s t r a t é g i á k a t  n y i l t  
halmazokon a d j u k  meg. Az e l s ő ,  finomabb e l j á r á s  s z i g o r ú  f e l t é ­
t e l e k h e z  k ö t ö t t ,  csak e r ő s  vagy  gyenge f ö l é n y  e s e t é b e n  a l k a l ­
mazható és c s u p á n  s z e p a r á b i l i s  Banach t e r e k e n .  Az e l s ő  módszer 
f e l t é t e l e i n e k  m egfoga lm azásához  meg k e l l  fogalm aznunk l o k á l i s  
s t r a t é g i á k  c s a l á d j á n a k  egy f o l y t o n o s s á g h o z  h a s o n ló  t u l a j d o n ­
s á g á t  .
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1 .  E l n y e l é s i  és t a s z i t á s i  p o n t o k .
Bevezetünk  egy a l a p v e t ő  f o g a l m a t ,  a m ely e t  kupmezőnek f o ­
gunk n e v e z n i .
Legyen _n_ C g C- E egy n y i l t  ha lm az.  Legyen minden
x 6Í"L - h o z  megadva egy e ( x )  6 E* , | | e l l= l ,  é s  egy  0 < £ ( x ) ^ l  
szám. Képezzük minden f e n t i  x  m e l l e t t  a K.-, . . , v(o)kupot, a h o l  
t ( x ) £ E  , < e  ( x ) ,  t ( x ) >  = 1 /2  és  j t/l (x )  ~  1 / 2  és
K£ ( x ) ,  < ° ) + • / 6 4 /
2 . 1  D e f i n í c i ó :  A %  :x t ( x / 0  ^ ’ x  é
l e k é p e z é s s e l  és - v a l  k é p e z e t t  ( ^ d ? ) p á r t  kupmezőnek n e v e z ­
zük.
2 . 1  M e g je g y z é s : Minden l o k á l i s  s t r a t é g i á h o z  t a r t o z i k  egy
kupmező, am elyet  az 1 . 1 1  t é t e l  b i z t o s i t .
2 . 2  D e f i n í c i ó ;  Az x  €  F p o n to t  az F C E halm az  ( K . j  12)k:up-  
m ezővel  szembeni e l n y e l é s i  p o n t já n a k  n e v e z z ü n k ,  ha x
és van o ly a n  cf >  0 ,  hogy az
( K m ,  t ( 4 0) + * ) n a ö - ( x )  c  Ä
f e l t é t e l  t e l j e s ü l .
2 . 3  D e f i n i c i ó ;  Az x é  F p o n t o t  az P t a s z i t á s i  p o n t j á ­
nak n e v e z z ü k ,  ha az  E \  F e l n y e l é s i  p o n t j a .
2 . 1  Lemma: Ha x £  i n t  ( p ) O ^ »  akkor x  e l n y e l é s i  p o n t .  
B i z o n y í t á s ; Ha u g y a n is  van e leme a m e t s z e t n e k ,  ez nem 
ü res  n y i l t ,  i g y  van o ly a n  cT> 0 ,  hogy G^(x') i n t  (P) f) 
ami a t é t e l t  b i z o n y l t j a .
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2 . 1  Következmény: T a s z i t á s i  pont c s a k  h a tá r p o n t  l e h e t .
2 . 2  Következmény: T e t s z ő l e g e s  ( J € j S 2 ) e s e t é n  Q  minden
p o n t ja  JC - v a l  szemben e l n y e l é s i  p o n t .
2 . 4  D e f i n í c i ó :  Egy F C E h a lm a z t  a - r a  nézv e
s z a b á l y o s n a k  n e v e z ü n k  a k k o r ,  ha F D  ß  minden p o n t j a  t a s z i t ó  
vagy e l n y e l ő .
2 . 1  T é t e l :  Egy (-í<Z ) <í x L S) kupmezőre n é z v e  s z a b á l y o s  halma­
zok. h a lm a z a lg e b r á t  a l k o t n a k ,  v a g y is
1. Ha P 1 ,P 2 s z a b á l y o s  halmazok, úgy F-  ^ U F2 i s  a z .
2 .  Ha P-L,P 2 s z a b á l y o s  halmazok, úgy P-^0 P2 i s  a z .
3 .  Ha P s z a b á l y o s ,  úgy E \  P i s  a z .
4 .  Az e g é s z  t é r ,  E s z a b á l y o s .
B i z o n y í t á s : A 2 . 1  lemmára va ló  t e k i n t e t t e l  a t a s z i t ó -  
e l n y e l ő  t u l a j d o n s á g o t  e l e g e n d ő  mindegyik e s e t b e n  a h a tá r p o n ­
to kra  b e l á t n i .
1 .  Vegyük a 3  P-^U B P2 z á r t  h a lm a zt  / ^ F ^  j e l ö l i  az 
halmaz h a t á r á t ,  mely z á r t / .
Legyen xedP^U d  P2 ~ n e k .  Ha e pont  l e g a l á b b  az e g y ik r e  
n éz v e  e l n y e l é s i  p o n t ,  akkor az uniónak i s  e l n y e l é s i  p o n t ja  
l e s z ,  ez  t e r m é s z e t e s  következménye a 2 . 2  d e f i n í c i ó n a k .  Legyen 
u g y a n is  mondjuk az e l n y e l ő  halmaz az 1 i n d e x ű ,  ekkor a d e f i n i ­
c i ó  s z e r i n t  van olyan , hogy G^ (x)  és
t ( x ) (o)  ( t z u  p 2 ) n ß .
Ha az x  v a la m e ly ik n e k  b e l s ő  p o n t j a ,  akkor a 2 . 1  lemma 
s z e r i n t  e l n y e l é s i  p o n t .
Marad t e h á t  annak b i z o n y í t á s a ,  hogy ha az x pont eg y ik n e k
sem e l n y e l é s i  p o n t j a .  Ekkor l e h e t  mindkettőnek t a s z i t á s i  p o n t ­
j a ,  vagy l e h e t  az e g y ik n e k  k ü l s ő  p o n t j a ,  a másiknak t a s z i t á s i  
p o n t j a .
Az e l s ő  e s e t b e n  i = l , 2  m e l l e t t  van o lyan  Gj-  ^ ( x ) ,  hogy az  
E \  - r e  t e l j e s ü l  a 2 . 2  d e f i n i c i ó  f e l t é t e l e .  De akkor a
s ü l  a f e l t é t e l ,  t e h á t  a pont t a s z i t á s i  marad.
A második e s e t b e n  van o ly a n  k ö rn y e z e te  a p o n tna k ,  miután  
az e g y i k  /mondjuk F-^/ k ü l s e j é b e n  van,  hogy e k ö n y e z e t  t e l j e s  
e g é s z é b e n  az F-^  k ü l s e j é b e n  f e k s z i k .  De akkor e k ö r n y e z e tn e k  és  
az P2~re  a 2 . 2  d e f i n i c i ó  á l t a l  b i z t o s í t o t t  k ö r n y e z e t n e k  a met­
s z e t e  éppen m e g f e l e l  az u n ió h o z .  E z z e l  az 1 .  p o n t o t  b e l á t t u k .
3 .  Ennek b i z o n y í t á s a  a z é r t  e g y s z e r ű ,  mert ha egy h a t á r ­
pont t a s z i t á s i  p o n t ,  ez  a komplementernek a 2 . 3  d e f i n i c i ó  s z e ­
r i n t  e l n y e l é s i  p o n t j a .  A komplementer h a t á r p o n t j a i r a  ugyanez  
é r v é n y e s .  E z z e l  e z t  be i s  l á t t u k .
4 .  Az e g é s z  t é r  l e z á r á s á n a k  m etsze te  í -  - v a l  Q  , am ely­
nek minden p o n t j a  e l n y e l é s i  pont  a 2 .2  következmény s z e r i n t .
5 .  A 2 .  á l l i t á s  az 1 .  á l l í t á s b ó l  k ö v e t k e z i k  komplementer­
képzés  u t j á n .
2 . 3  Következmény: A bármely s z a b á l y o s  n y i l t  r é s z ­
halmazának s z a b á l y o s  r é s z h a l m a z a i  i s  h a lm a z a lg e b r á t  a l k o t n a k .
2 . 2  Lemma: Legyen £2 E n y i l t  halmaz é s  l e g y e n  Q  - n
megadva egy "á l landó"  kupmező, a z a z  a 2 . 1  d e f i n i c i ó  j e l ö l é s e i ­
v e l
Ekkor megadható egy o lyan  III IIIj£ norma E - n ,  amelyre
765/
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1.  í  >  0 m e l l e t t  s z a b á l y o s  K-ra n é z v e .
2 .  A líl lllj£ norma e k v i v a l e n s  az e r e d e t i  H íi - v a l .
B i z o n y i t á s ; B e l á t j u k ,  hogy a K + ( 0 )  halmaz minden
C 5 w
h a t á r p o n t j á r a  t e l j e s ü l ,  hogy ha x 6 K f   ^ (o) , úgy 
x  + Kí ) t (0) C K.£ > t (0)
Legyen r 6 K  , (0) , e z  e l ő á l lC j ^
r = ?i t+  A v , A > 0 / 6 6 /
a la k b a n ,  a h o l  fii v III <  , £  C  1 ,  és llltílt = 1 . Az x h a t á r p o n tc c
p e d i g  x= A t  + Av* a la k ú ,  a h o l  */( v ’|il 4  6 / U g y a n is  ha x  h a -  
t á r p o n t ,  úgy megadható egy A ^t  + A ^v^ —*■ x s o r o z a t  ú gy ,  hogy 
A n k o r l á t o s  é s  ig y  megadható úgy i s ,  hogy konvergens  l e g y e n .  
Ha 7 \  o e k o n v e r g e n s  s o r o z a t  l i m e s z p o n t j a , ez  nem 0 ,  mert x 
sem a z ,  de akkor o s z t v a  A n ~ e l  s o r o z a t  e l e m e i t ,  vn - e t  k i f e ­
j e z h e t j ü k  ké t  k o n v erg en s  s o r o z a t  k ü lö n b sé g e k é n t  és i g y  vn~ r ő l  
b e l á t t u k ,  hogy kon vergens  és  e z é r t  a l i m e s z p o n t ,  illvMíle ^ £  
t e l j e s ü l . /
Vegyük az  x  + K f  0 )  p o n t j a i t .  Ezek e l ő á l l n a k
At + Av* + e ( o) + t }  / 6 7 /
A>0
a la k b a n ,  vagy á t i r v a :
x  + K £ , t < ° >  \ y  = (A+^)t  + ( A + a ) ( ^ ) v + Ä " ) }  / 6 7 /A*/
Hi ‘ «lg./ A A - \  "«/ \a h o l  megmutatjuk, hogy a v + w é  ( ° )
F e l h a s z n á lv a  azonban, hogy 0 ,
A- v + -é £ —  w j|| -  — £  + —
A y t X+jU Ay*
w Hle  ^  £ 7 6 9 /
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a m iv e l  b e l á t t u k  az á l l i t á s t .
Hasonlóan b e l á t h a t ó ,  hogy a -K , ( 0 )  minden h a t á r p o n t j a
C  9 w
t a s z i t á s i  p o n t .
Az e f u n k c i o n á l  d e f i n í c i ó j á b ó l  k ö v e t k e z i k ,  hogy az  
^-e é  cf} , és  az /  e halmazok <f t e t s z ő l e g e s  v a l ó s  m e l l e t t  
s z a b á l y o s a k .  E z é r t  képezzük a G^=K  ^ ^.(0) ^ e  ^  1 és  a
= -  K £ ^ ( o ) f l | e ^ - l ^  ha lm a zo k a t ,  melyek s z i n t é n  s z a b á l y o s a k  
l e s z n e k .  E k é t  halmaz s e g í t s é g é v e l  könnyen megadhatjuk a k i v á n t  
’’gömböt". S z a b á ly o s  halmaz minden e l t o l t  ja  s z a b á l y o s  k o n s ta n s  
kupmező e s e t é n .  A t  d e f i n í c i ó j a  a l a p j á n  2 t  ^ | e  = 1 j , képezzük  
t e h á t  a
G(0) :={gi  - 2tj U {_ G2 + 2t) /70/
h a lm a z t .  Könnyen b e l á t h a t ó  a kúp d e f i n í c i ó j a  a l a p j á n ,  hogy 
G (0) a 0 egy k o r l á t o s ,  n y i l t ,  konvex ,  k i e g y e n s ú l y o z o t t  k ö r n y e ­
z e t e ,  e z é r t  az á l t a l a  m eg h a tá ro zo t t  Minkowsky f u n k c i o n á l  norma 
l e s z ,  mely e g y e n é r t é k ű  az e r e d e t i  norm ával .  A G(0) továbbá  
s z a b á l y o s  és  minden szám szorosa  i s  az marad. E z z e l  a t é t e l t  
b e l á t t u k .
2 . 4  Következmény: Legyen E egy s z e p a r á b i l i s  Banach t é r .  
Ekkor a 2 . 2  lemma f e l t é t e l e i n e k  e l e g e t  t e v ő  kupmező a l a p h a l ­
maza e l ő á l l  m egszám lá lható  sok s z a b á l y o s  halmaz e g y e s í t é s é b ő l .
2 . 5  Következmény: A 2 . 4  következményben s z e r e p l ő  e l ő á l ­
l í t á s  h e l y e t t e s í t h e t ő  s z a b á l y o s  halm azokból  á l l ó  d i s z j u n k t
CjO
h a lm a z r e n d s z e r r e l  i s .  Ha u gyan is  G = G^, a h o l  G^  s z a b á ­
l y o s  halmaz minden i = l , 2 ,  . . .  m e l l e t t ,  akkor a
Gi :i 7 7 0 /
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halmazok a 2 . 1  t é t e l  a l a p j á n  s z a b á l y o s a k ,  e g y e s í t é s ü k  p e d i g ,  
mint i s m e r e t e s  és  könnyen l á t h a t ó  az e g é s z  G.
E z z e l  e l j u t o t t u n k  o d a ,  hogy m egfoga lm azhatjuk  a ^ i n t é z i s  
p r o b lé m á já t  é s  m ego ld ás i  l e h e t ő s é g e i t  v i z s g á l j u k  Banach t e r e ­
ken és v é g e s  d im e n z ió s  t e r e k e n .
2 .  S z i n t é z i s  probléma k o m p a t i b i l i s  s t r a t é g i á k n á l .
L o k á l i s  s t r a t é g i á k  s z i n t é z i s é n  egy o ly a n  s t r a t é g i a v á l a s z -  
t á s i  módszer megadását é r t j ü k ,  amely a f á z i s t é r  minden p o n t j á ­
ban e g y é r te lm ű e n  adja meg a s t r a t é g i a  m e g v á la s z tá sá n a k  a mód­
j á t  és e m e l l e t t  minden p o n tb a n  e g y b e e s i k  v a l a m e l y ik  l o k á l i s  
s t r a t é g i á v a l .  Mint i s m e r e t e s ,  ez  a probléma á l t a l á b a n  nem o l d ­
h a tó  meg / L d .  a s z a k a d á s i  f e l ü l e t e k  p r o b lé m á i t  a v a r i á c i ó s  
m ó d s z e r e k n é l / .  A g l o b á l i s  s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  módszernek olyan'  
nak k e l l  u g y a n i s  l e n n i e ,  hogy minden pontban a j á t é k o t  l e i r ó  
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  r e n d e l k e z z é k  egy ( t , t  + <f(t ))  i n t e r v a l l u ­
mon l e g a l á b b  i s  l o k á l i s a n  e g y é r te lm ű  m e g o l d á s s a l .  Ehhez p e d ig  
az s z ü k s é g e s ,  hogy ha egy l o k á l i s  s t r a t é g i a  a l k a l m a z á s i  t e ­
r ü l e t é n e k  egy  h a t á r p o n t j á h o z  érünk, e h a tá r p o n to n  megadott uj 
s t r a t é g i á v a l  az  uj l o k á l i s  s t r a t é g i a  é r v é n y e s s é g i  t e r ü l e t é n  
maradjon a f á z i s p o n t  l e g a l á b b  egy k i s  i d ő i n t e r v a l l u m r a .  Más 
s z ó v a l ,  az uj s t r a t é g i á n a k  e pont e l n y e l é s i  p o n t j a  l e g y e n .  
Á lt a lá b a n  e z  nem v i h e t ő  k e r e s z t ü l  és e z é r t  a h e l y  függvényében  
e g y é r te lm ű  s t r a t é g i a v á l a s z t á s i  módszer megadásának f e l a d a t á t
pontonként  v é g e s  v á l a s z t á s i  l e h e t ő s é g r e  e n y h í t j ü k .  Ez u t ó b b i ­
r ó l  l á t n i  f o g j u k ,  hogy s z i n t e  k o r l á t o z á s  n é l k ü l  m ego ld ható .  
Most e l ő s z ö r  az  e l s ő ,  n e h e z e b b  f e l a d a t o t  fog a lm a zzu k  meg pon­
t o s a n  és b i z o n y o s  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  m egold juk .  A második
p ro b lém á v a l  a 3 .  pontban f o g l a l k o z u n k .
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Legyen £ f i < ^ G ^ E  egy n y í l t  
megadtunk l o k á l i s  s t r a t é g i á k  egy  
úgy, hogy t e l j e s ü l j ö n  az
r é s z h a lm a z .  Tegyük f e l ,  hogy  
( V e , G « c s a l á d j á t
^  = U / 7 2 /
«c c A
f e l t é t e l .  Mint e z t  az 1 .1 1  t é t e l b e n  b e l á t t u k ,  e s t r a t é g i a c s a ­
ládhoz  t a r t o z i k  kupmezőknek egy (K^ G^) c s a l á d j a  és ha
a ( K^ , Cj^parokat az 1 . 1 1  t é t e l  f e l t é t e l e i n e k  m e g f e l e l ő e n  
k é p e z tü k ,  akkor még az i s  i g a z ,  hogy e ze k  k o n s ta n s  kupmezők 
l e h e t n e k .
2 . 5  D e f i n í c i ó :  Kupmezőknek egy { K„ G..A c s a l á d j á t  az
1 * V t A
x £ h t  pontban k o m p a t i b i l i s n e k  n e v e z z ü k ,  ha megadható o lyan  
G^ ( x )  k ö r n y e z e t  és egy x - t ő l  f ü g g ő  ( x / 0  ^ kup’ hog:/
minden «c£ A m e l l e t t  y é  Gö_(x)/I G^ e s e t é n
K£ ó O , t  ( x ) ( 0 ) ^  K4 c0 )  . V  ( y ) ( ° ^ 7 7 3 /
2 . 6  D e f i n i c i ó :  Kupmezők egy ( k,  ^ c s a l á d j a  az
Í?CG c: E halmazon k o m p a t i b i l i s ,  ha minden x  £  Q  -ban  
k o m p a t i b i l i s .
Legyen most E s z e p a r á b i l i s  B a n a c h - t é r .  Megadunk 
f i  d  q c  E-n egy kupmezőt a k ö ve tkezők ép pen:
X  , . ,  ( ° ) : =co ^£ ( x ) , t  (x )
odeA
( x ) , t* (*)(0) m /
a h o l  co  a mögötte  á l l ó  halmaz konvex burkát j e l ö l i .
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Ha az e r e d e t i  jK^_ , G .  ^ r e n d s z e r  k o m p a t i b i l i s  v o l t ,  úgy a 
' i i  kupmező minden pont egy a lka lm as  k ö r n y e z e té b e n  egy kons­
ta n s  kúppal " máj o r á l h a t ó " . Az igy  b e v e z e t e t t  j e l ö l é s e k  m e l l e t t  
az a lá b b i  t é t e l t  mondhatjuk k i :
2 .2  T é t e l :  Legyen |  V<: , G^j^ U» AGA GA, = Q c g a: E
l o k á l i s  s t r a t é g i á k  egy o ly a n  c s a l á d j a ,  hogy a n e k i  m e g f e l e l ő
kupmezők »fec/7 6 A c s a l á d j a  t e l j e s í t s e  hL -n  k o m p a t i b i l i -
t á s  f e l t é t e l é t .  Ekkor megadható egy i=1  » a / 7 4 / - e l  d e f i ­
n i á l t  j f e  ,G] kupmezővel szemben s z a b á l y o s  halm azokból  á l l ó  
olyan d i s z j u n k t  h a lm a z r e n d sz e r ,  amely t e l j e s i t i  az a l á b b i a k a t :
r£  i  »1 .  Bi  C
oo /O
2 .  (J B. = -1L-
i = l , 2 ,  . . .
3 .  U B  ^ n y i l t  halm az.  
i = l
4 .  Minden x C  hd  - h o z  megadható egy és c s a k i s  egy 
olyan  B  ^ , hogy az x a i  ^  kupmezővel  szemben e l n y e l é s i  
p on tja  B ± x ) - n e k .
/•n^ /  \
B i z o n y í t á s : Vegyük minden x k ö r ü l  a z t  a kör­
n y e z e t e t ,  a m e ly e t  a k o m p a t i b i l i t á s  / 7 2 /  f e l t é t e l e  b i z t o s i t .
Képezünk Q  -n a k  egy (oC , x ) c  A X ^ c _ Va l  i n d e x e l t ,  a






^ 7  f e d ő r e n d s z e r e k n é l  finomabb
(x) n y i l t  ha lm azokbó l  f e d ő r e n d s z e r é t  és a
G^  x halmazon a V, x s t r a t é g i á t  a V^ s t r a t é g i a  m e g s z o r í ­
tá sa k é n t  d e f i n i á l j u k .  Minden G  ^ x - e n  egy konstans  kupmezőt i s  
d e f i n i á l u n k  a K k o m p a t i b i l i t á s  á l t a l  b i z t o s í t o t t  k ú p p a l .  R i t -  
k i t s u k  meg e f e d ő r e n d s z e r  h a lm a z a i t  ú g y ,  hogy minden x - h e z  
egy olyan r  ^ x~ e t  v á la s s z u n k  k i ,  melyre t e l j e s ü l ,
hogy x £  G x  # x . A 2 . 2  lemma minden GidC (x) , x  halmazhoz
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b i z t o s i t  egy a K kúphoz t a r t o z ó  o ly a n K normát,  amely
111 ^e k v i v a l e n s  az  e r e d e t i  normával  és  a G1', (Ő)  + x c G  .<T(xj v > aí (xj , x
halmaz s z a b á l y o s  a K - e l  szemben. J e l ö l j ü k  e g y s z e r ű s é g  k e d v é -Ji.
é r t  az x pont  e s z a b á l y o s  k ö r n y e z e t é t  G - e l  é s  h e l y e t t e s í t s ü kA
az ■&- halmaz ^ G ^ x j x] x e s£ e d ő r e n d s z e r é t  a ^Gx ] s z a b á l y o s  
halm azokból  á l l ó  n y i l t  f e d ő r e n d s z e r r e l .  A t é r  m e t r i z á l h a t ó s á g a  
és  s z e p a r á b i l i t á s a  f o l y t á n  azonban e n y i l t  f e d ő r e n d s z e r b ő l  k i ­
v á l a s z t h a t ó  m egszám lá lható  r é s z r e n d s z e r  i s ,  mely már l e f e d i  
— t .  Legyen e r e n d s z e r  [ &x ( .
Képezzük a
i - 1
G \  U
i  j - 1
/ 7 5 /
d i s z j u n k t  s z a b á l y o s  halm azokból  á l l ó  f e d ő r e n d s z e r t .  Ennek 1 - 4  
t u l a j d o n s á g a i  a k o n s tr u k c ió  a l a p j á n  v i l á g o s a n  t e l j e s ü l n e k .
Talán a 4 .  p o n t o t  érdemes m eggondoln i:  A d i s z j u n k t s á g  kö­
v e t k e z t é b e n  minden x €  u  c sa k  egy B. -nek  l e h e t  e le m e .  Ha e n -  
nek b e l s ő  p o n t j a ,  akkor a 4 .  á l l i t á s  t e l j e s ü l .  Ha h a tá r p o n t  
és e l n y e l é s i  p o n t ,  akkor i s  k é s z e n  vagyunk. Ha azonban t a s z i -  
t á s i  p o n t j a ,  akkor vegyük az e l s ő  i  darab halm az e g y e s í t é ­
s é t .  Ez n y i l t ,  x  ennek b e l s ő  p o n t j a  / I d .  a 3 .  á l l i t á s t /  van 
egy k ö r n y e z e t e ,  mely ezen  un ióhoz  t a r t o z i k  é s  a / 7 4 /  kúpnak 
e z z e l  v e t t  m e t s z e t e  i s  i d e  t a r t o z i k .  E m etsze t  egy  x k ö r ü l i  
a lka lm as  k ö r n y e z e té n e k  azonban benne k e l l  l e n n i e  v a la m e ly ik  
halmazban, kü lönben l e g a l á b b  e g y ik ü k  nem volna  s z a b á l y o s  h a l ­
maz. Ahol e m e t s z e t  van, annak l e s z  x  e l n y e l é s i  p o n t j a ,  a 
d i s z j u n k t s á g  m ia t t  p e d ig  v i l á g o s ,  hogy csupán egy  i l y e n  l e h e t .
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2 .6  Következmény: J e l ö l j e  V az a l á b b i  l e k é p e z é s e k e t  a 2 . 2  
t é t e l  f e l t é t e l e i n e k  t e l j e s ü l é s e  e s e t é n :
V : X U g,  — > gyenge  f ö l é n y  m e l l e t t
V : Í1 X U ------>  Urr e r ő s  f ö l é n y  m e l l e t t  / 7 6 /
K &■
a h o l
V (x ,u ) :  = V* ± (u) , ha x £  B ± / T V
a h o l  u Ug, az  e l s ő  e s e t b e n ,  u f c U ^  a második e s e t b e n ,  és  a
2 . 2  t é t e l  j e l ö l é s e i t  h a s z n á l t u k .  Legyen x  £  a *- t e t s z ő l e g e s  
p o n t .  Ekkor az
= x o
x ( t ) =  p f x  (t) , v(_t) , v ( x ( t ) ,  u ( t j )  , u(t) ,)
i l l e t v e
x ( t )  = p ( x ( t )  , v ( t ) ,  v ( x { t )  , v ( t ) } j  / 7 8 /
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k n e k  l é t e z i k  m e g o ld á sa ,  é s p e d ig  minden 
x ( t ) £ A j .  m e l l e t t  egy ( t , t +  cT(t) )  i n t e r v a l l u m o n  l o k á l i s a n  
eg yér te lm űen  f o l y t a t h a t ó .
B i z o n y í t á s : Ez az 1 . 1 1  t é t e l n e k  é s  a most b i z o n y í t o t t  t é ­
t e l n e k  k ö z v e t l e n  következm énye .  Az 1 . 1 1  t é t e l  s z e r i n t  u g y a n is  
minden b e l s e j é b e n  az á l l i t á s  i g a z .  a 2 . 2  t é t e l  4 .  p o n t j a  
s z e r i n t  t o v á b b á  mindegyik B^ halmoz b á r m e ly ik  h a t á r p o n t j á r ó l
v a la m e ly ik  B.  halmaz b e l s e j é b e  f o l y t a t ó d i k  a megoldás és ig y  
J
ú j b ó l  az 1 . 1 1  t é t e l  b i z t o s í t j a  a következmény á l l í t á s á n a k  h e ­
l y e s s é g é t  .
A s z a b á l y o s  halmazok a l g e b r á j á n a k  még egy é rd ek es  s a j á t o s ­
ság á t  m utatju k  meg v é g e s d im e n z ió s  t e r e k  e s e t é b e n .
Legyen E v é g e s d i m e n z i ó s .
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Legyen ,Gj , G E n y i l t  egy egy e lem ü k o m p a t i b i l i s
kúpm ezőcsa lád .
Legyen G* C. G t e t s z ő l e g e s .
2 . 3  T é t e l : £  >  O-hoz megadható o lyan  H C  G’ s z a b á l y o s  h a l ­
maz, hogy ha §  (jx , 3 G*J j e l ö l i  az x £  E pont  t á v o l s á g á t  G* 
h a t á r á t ó l ,  akkor
sup £ ( x  ,^G’) <  £  / 7 9 /
x £ ^  H
B i z o n y í t á s :
1 .  Legyen a G’ kompakt. Ez e s e t b e n  képezzük  a
G^ = jjx  ^ x  £  G*, §  (xj^G^J ^  £ j  / 8 o /
kompakt h a lm a z t .  A 2 . 2  t é t e l  a l a p j á n  a G* h a lm a z t  e l ő á l l í t j u k  
n y i l t  s z a b á l y o s  halmazok m egszám lá lható  monoton növekedő u n i ­
ó j a k é n t .  A G^ - t  kompaktsága m ia t t  e s o r o z a t  v a la m ely  v é g e s  
in d e x ű  e leme már l e f e d i  és  e s z a b á l y o s  halmaz t e l j e s i t i  a t é ­
t e l  á l l í t á s á t .
2 .  Ha G( nem kompakt, akkor képezzük a
G* = j x | x € G ’ ^ ( x ^ G j > £  , n - 1 ^  (| x  |U n j  / 8 2 /
kompakt h a lm a z o k a t .  Ezek 8  s u g a r u  n y i l t  k ö r n y e z e t é t  véve G’-  
b e l i  n y i l t  ha lm azt  kapunk, amely t e l j e s i t i  az 1 .  f e l t é t e l é t
és ebben megadhatjuk a G* kompakt halmaznak egy k e l l ő -c. ,n
képpen f inom  s z a b á l y o s  f e d ő h a l m a z á t .  Legyenek e halmazok Hn , 
n = l , 2 , ............... A k e r e s e t t  approxim áló  halmaz
Hí= (J H.
n = l h
/ 8 3 /
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l e s z ,  u g y a n is  könnyen b e l á t h a t ó ,  hogy a szó b a n fo rg ó  halmazok  
k ö z ü l  t e t s z ő l e g e s  x  £  XL p o n t  egy S '  s u g a r u  k ö r n y e z e té b e  csupán  
v é g e s  számú m etsz  b e l e .  E z z e l  p e d ig  a t é t e l t  b e l á t t u k .
3 .  S z i n t é z i s  n e m s z e p a r á b i l i s  t e r e k e n .
Az e l ő z ő  p o n t  e l e j é n  v á z o l t  k é t  s z i n t é z i s p r o b l é m a  k ö z ü l  
k o m p a t i b i l i s  s t r a t é g i a c s a l á d o k  e s e t é r e  m ódszert  adtunk a n e h e ­
z eb b ,  h e l y t ő l  f ü g g ő  g l o b á l i s  s t r a t é g i a  f e l a d a t á n a k  megoldására  
Adósak maradtunk azonban a gyengébb,  de á l t a l á n o s a b b  f e l t é t e ­
l e k  m e l l e t t  é r v é n y e s  Í g é r t  m ego ldás i  m ó d s z e r r e l .  Ehhez csupán  
a n n y i t  fogunk f e l h a s z n á l n i ,  hogy a l o k á l i s  s t r a t é g i á k a t  n y i l t  
halmazokon a d ju k  meg. E m ódszern é l  az sem l é n y e g e s ,  hogy a 
s t r a t é g i á h o z  r e n d e l h e t ő  e g y á l t a l á n  kupmező. M g  az e l ő z ő  pont  
m ódszere i  a h a t á r p o n t o k  e l n y e l é s i ,  t a s z i t á s i  t u l a j d o n s á g a i n  
m últak ,  ez e s e t b e n  a z t  a t é n y t  f o g j u k  f e l h a s z n á l n i ,  hogy ha 
egy l o k á l i s  s t r a t é g i a  n y i l t  a laphalm azának b e l s ő  p o n t j á t  irom  
e l ő  k e z d e t i é r t  ékproblém ának,  akkor a m egoldásgörbe  b i z t o s a n  e 
n y i l t  a laphalm azban h a l a d  egy k i s  i d ő i n t e r v a l l u m o n .  V a g y i s  az  
e l ő z ő  pont e l n e v e z é s é v e l  é l v e ,  n y i l t  halm az minden p o n t j a  e l ­
n y e l ő ,  f ü g g e t l e n ü l  a t t ó l ,  hogy van-e  az e g é s z  t é r t ő l  kü lönbö­
ző kúp, mely e l e g e t  t e s z  az  1 .1 1  t é t e l  f e l t é t e l e i n e k .
Ennek a l a p j á n  tu la jd o n k é p p e n  módszerünk ig e n  e g y s z e r ű :  
l e g y e n  1 V . ,G _  1  , l o k á l i s  s t r a t é g i á k  égi' c s a l á d j a ,  melyL °S °S fc-A
nek a la p h a lm a z a i  l e f e d i k  E valam ely  -CL r é s z h a l m a z á t .  Tegyük 
f e l ,  hogy az x  ( t )  m egoldásgörbe  va lam ely  G,  ^ -ban h a la d v a  annak 
h a t á r p o n t j á h o z  é r k e z e t t .  Ha ez  -Cl b e l s ő  p o n t j a ,  úgy van o ly a n  
G o<,< , hogy l e f e d i  e h a t á r p o n t o t .  De G ^ '  n y í l t s á g a  m ia t t
ennek b e l s ő  p o n t j a ,  e z é r t  a V^' s t r a t é g i á v a l  f o l y t a t h a t j u k  a
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j á t é k o t ,  egy i d ő i n t e r v a l l u m o n .  Nem k i z á r t  azonban ,  hogy az  uj 
s t r a t é g i á v a l  a f á z i s p o n t  v is sza m eg y  a G ^  - b a ,  de most o t t  nem 
a V ^  s t r a t é g i á t  a lk a lm a z z a .  V a g y is  e z z e l  az ö s s z e k a p c s o l á s i  
m ó d sze rr e l  a v á l a s z t o t t  s t r a t é g i a  nem csupán a h e l y  f ü g g v é n y e ,  
hanem b iz o n y o s  pá lyap ontok ban  h o z o t t  d ö n t é s e k é  i s .
Az a lább b e b iz o n y í t a n d ó  t é t e l e k  két  po n to n  f i n o m í t j á k  a 
f e n t i  ö t l e t e t :
1 .  Minden d ö n t é s i  pontban v é g e s  számú s t r a t é g i a  k ö z ö t t  
k e l l  döntenünk.
2 .  Minden G  ^ halmazban k o r l á t o z z u k  a b e l é p é s r e  f e l h a s z ­
n á l h a t ó  pontok h a lm a z á t .  E z z e l  némiképpen m e g s z o r í t j u k  a t ú l ­
sá g o sa n  g y a k o r i  s t r a t é g i a v á l t á s  s z ü k s é g e s s é g é t .
T e k in tsü k  A -t  t e l j e s e n  r e n d e z e t t  halmaznak.
2 . 4  T é t e l :  L egyen ^  V^ , G ^ l o k á l i s  s t r a t é g i á k  egy  
o s z t á l y a .  Ekkor megadható minden o< <L A^-~ A m e l l e t t  egy nem 
üres  G(^  <C G^ , G ^ C  GLy n y i l t  ha lm azokból  á l l ó  h a lm a zren d ­
s z e r  ú g y , hogy
2 .  G^j ^ ^  l o k á l i s a n  v é g e s  r e n d s z e r
i .
3 .  Minden o( <A A *  e s e t e n  van o ly a n  x £  G^ , hogy
i i t i
x G(^ i , ha ^  , o( 6. h .
4 .  Legyen p £  . R end el jük  p - h e z  az a l á b b i  'V (p) gl A1
e l e m e t :
o< ( P) := min ^  | <x e  A 7 8 4 /
r\Bizonyítás: Miután A u mee t r i z á l h a t ó  t é r ,  parakompakt.
Ez azt jelenti, hogy megadható a f e d ő r e n d s z e r é n e k
o ly a n  G^ G^ C L  G ^  n y i l t  f i n o m í t á s a ,  hogy G^ l o k á l i s a n
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v é g e s  f e d ő r e n d s z e r .
Legyen A^ C  A az a r é s z h a l m a z , am elyre  VtA-^ m e l l e t t
G ^  A  ej) . 
Ha van o l y a n  °< £  A, , hogy G^C M  akkor h a g y ju k  e li  O^ fcü-i
az i l y e n  o< - t  A ^-bol .  A Zorn lemma s e g i t s e g e v e l  könnyen be-
i
l á t h a t ó ,  hogy van olyan m i n i m á l i s  A cl A- ,^ m elyből  már nem l e ­
h e t  e lh a g y n i  i l y e n  utón - t .  Ez t e l j e s i t i  a 3 .  f e l t é t e l t .
Végül a 4 .  pont á l l í t á s á h o z  a z t  j e g y e z z ü k  meg, hogy azok­
nak az ex - k n a k  a halm aza,  amelyre  a / 8 4 / - b e n  a minimumot k e l l  
képeznünk, v é g e s  a l o k á l i s a n  v é g e s s é g  m ia t t  és t e l j e s e n  ren de­
z e t t  halmaz v é g e s  résza h lm a zá n a k  van m in im á l i s  e le m e .
2 .7  D e f i n í c i ó :  a ] G^l , . A , ^  G^*- -C lf e d ő r e n d s z e r h e z  h o z -
o<Té, A
zá rend elün k  e g y  fü g g v én y t  a k ö v e tk e z ő  d e f i n í c i ó v a l :  
h := sup ^(T! c N h o z  3  o ^ J e A ,  hogy G^(x) C
ha X £ Ű. .
2 . 3  Lemma: A b e v e z e t e t t  h  függvény e l e g e t  t e s z  g l o b á l i s  
L i p s c h i t z - f é l e  f e l t é t e l n e k  1 L i p s c h i t z - f é l e  á l l a n d ó v a l .
B i z o n y í t á s : Legyen x  £  S X  r ö g z í t e t t  p o n t .
Legyen x 6  GhOO/l,(x ) t e t s z ő l e g e s  p o n t .  Ha t  >  0 t e t s z ő l e g e s  
e l é g  k i c s i  s zá m ,  úgy megadható o lyan  fed ő h a lm a z ,  hogy
Gh ( x ) - t  ( x ) ^  Go<(tJ * M á sré sz t  ha h ( x )  / 2  k h ( x ) - E  
akkor a G ^ ( x ' )  d  G ^ ^  , ha cT = h ( x ) - £ -  I| x - x  !| . Ez azon­
ban az t  j e l e n t i ,  hogy miután £  t e t s z ő l e g e s  v o l t ,  a 
h  ( x ' ) >  h (x )  -  ( |x -x | |  . Az x  é s  x ’ s z e r e p é t  f e l c s e r é l v e  megkap­
ju k  a lemma á l l í t á s á t .
2 .5  T é t e l :  Legyen [  V<* f G° c } ^ A l o k á l i s  s t r a t é g i á k  egy 
o s z t á l y a  és  l e g y e n  0 £  M, £_ 1 v a ló s  szám. Megadható egy
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[ A £ b  l o k á l i s a n  v é g e s  n y i l t  f e d ő r e n d s z e r e  í l  -nak úgy,  
hogy t e l j e s ü l n e k  az a l á b b i  f e l t é t e l e k :
1 .  Minden 6  B-hez  t a r t o z i k  egy ° S ( f i )  £  A úgy, hogy
G[b °  Go<(^
2 .  A  ^ G^] ^ e b f e d ő r e n d s z e r  t e l j e s i t i  a 2 . 4  t é t e l
3 .  f e l t é t e l é t .
3 .  Minden ^  6  B m e l l e t t   ^ ( g'/S , ^ G  cx( f i ) )  ^  L 1 “ / 1)  SUP, h ( x )  
a h o l  h^x)  a [ G^ 
r e n d e l t  f ü g g v é n y .
1 o/é, A r e n d s z e r h e z  a 2 . 7  d e f i n í c i ó v a l  h o z z á -
4 .  Legyen p € . S l  t e t s z ő l e g e s , v á l a s s z u k  G , » - t  az a l á b b i ­on 1PJ
ak s z e r i n t :
( p) := min | £  B és  p €  G/3 j
B i z o n y í t á s : 1 .  Vegyük x e s e t é n  az x  k ö r ü l i
G ^  x^(x) k ö r n y e z e t e t ,  a h o l  <T(x) = h ( x ) * ^ / 3  • E k ö r n y e z e tb e n  a
2 . 3  lemma m ia t t  i g a z ,  hogy h(y )  C h ( x ) f  l+ y k /3 j  .
2 .  T a l á lh a t ó  o ly a n  <x(x]<2A , hogy ha cT* = y  1 -  j) h ( x j  , 
akkor G (x) <C G ^ ^  - n e k .
3 .  B e l á t j u k ,  hogy bármely y e. G ^ xj (x ) - r e  a
S ( J ^  G*(x'i) > (1_ auP h ( z )  ■
z€G o
A b a l  o ld a l> h (x ) (^ l  -  2|t/3^ , mig a jobb o l d a l n a k  a b i z o ­
n y í t á s  1 .  p o n t j a  a l a p j á n  f e l s ő  b e c s l é s é t  adja  a z ^ l  +w ./3)h(x^ l  -ykj. 
A jobb o l d a l o n  á l l ó  k i f e j e z é s  h e l y e t t  e n á la  nagyobb  
h (xj ( l— 2 k /3  -  f £ / 3) k i f e j e z é s t  b e i r v a  megkapjuk az  á l l i t á s t .
4 .  Ezután az i g y  k a p o tt  |^ G ^ x j(x)J x e £ , f e d 6 r e n d SZr r e  a l -  
kalmazva a 2 . 4  t é t e l t ,  megkapjuk a k iv á n t  f e d ő r e n d s z e r t ,  a
B C -  i n d e x h a lm a z z a l ,  amely a f e n t i e k  m iatt  t e l j e s í t e n i  f o g j a
a t é t e l ü n k  á l l í t á s a i t
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Legyen [ t Q, t-j] c:  R egy i n t e r v a l l u m ,  l e g y e n  z : [ t 0 ,t-jX]—  ^ &~  
egy f o l y t o n o s  l e k é p e z é s  é s  l e g y e n  £ G^ , G^ két  n y i l t  f e d ő r e n d -  
s z e r e  XI - n a k ,  G^ CT G c* , <á  <S A m e l l e t t  és l e g y e n  GÍ< 
l o k á l i s a n  v é g e s .  A z görbe d ö n t é s i  p o n t j a i n  az a l á b b i  po n to k a t  
é r t j ü k :   ^ z 0 ' o) » z l » z 2 , * z k * • * • • _ ]  am elyeket  t e l j e s  i n ­
d u k c ió v a l  a z  a l á b b i a k  s z e r i n t  adunk meg:
R end el jün k  z ( t ^  - h o z  egy G^ - t ,  am elyre  t e l j e s ü l ,  hogy  
z ( t ^ ) £  G^  . Legyen  z ^  G^ - n a k  az a h a t á r p o n t j a ,  m elyre  
z ( t ^ ) = z 15 a h o l  t*=  sup j^t'J z  ( í t Q , t l )  C  G ^ J  . N evezzük e pon­
t o t  a G ^  - b ó l  v a ló  k i l é p é s i  pon tnak .  Rendeljünk  z-^-hez egy 
e  A i n d e x e t ,  mely i sm é t  t e l j e s i t i  a  z - ^ c  G1^  f e l t é t e l t .
Az ebből v a l ó  k i l é p é s i  pont  l e g y e n  z2 , s t b .
2 .7  Következmény: Legyen most  ^ , G<xJo<£a l o k á l i s
s t r a t é g i á k  egy c s a l á d j a .  Legyen A1^  ^ a 2 . 4  i l l e t v e  
o<(  b ) cH A a 2 . 5  t é t e l b e n  b i z t o s í t o t t  r é s z  ind exhalm azok  és  
l e g y e n  [ , GL < 1 ^ £ A  /  í G/J  g ^ 82 i d ®z e t t  t é t e l e k b e n  b i z t o ­
s í t o t t  l o k á l i s a n  v é g e s  f e d ő r e n d s z e r e k .  Legyen most z egy t e t ­
s z ő l e g e s  f o l y t o n o s  XI —ban ha ladó  g ö r b e  z (t0J k e z d ő p o n t ­
t a l .  Adjuk meg a ^G^ » G ^ J ^  /  [ G ^ G ^ } |J £ B /  f e d ő r e n d s z e r p á r ­
hoz  úgy a z g ö r b e  d ö n t é s i  p o n t j a i t ,  hogy minden z^ d ö n t é s i  
pontban az c4 (  z^) i n d e x e t  v á l a s s z u k ,  a m e ly e t  a 2 . 4  i l l e t v e
2 . 5  t é t e l e k  4 .  p o n t j a  b i z t o s i t .  Könnyen l á t h a t ó ,  hogy i g y  a d o t t  
görbe  e s e t é n  a d ö n t é s i  p o n to k  csak  a kezdőpontnak és  a g ö r b é ­
nek  a f ü g g v é n y e i .
Legyen most  a f e n t i  z g ö r b é re  a b e v e z e t e t t  d ö n t é s i  pon-
t o k k a l  i = l ,  . . . .  , az az id ő p o n t ,  m elyre  ziJ^J = z ±  .
* í v  r  1 l o k á l i s  s t r a t é g i á k b ó l  k é p z e t t  g l o b á l i s
A l  V ,Lr <^ joieA
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s t r a t é g i á n  az a l á b b i  l e k é p e z é s t  é r t j ü k :
V: c ( [ t 0 , t 1] l Í Y ) x í l M K) ---- * UK
a h o l  a [ t Q, t 1] , f i   ^ a [ t Q, t 1 J i n t e r v a l lu m o n  é r t e l m e z e t t
- b e l i  é r t é k ű  f o l y t o n o s  g ö r b é k e t  j e l ö l i  é s  V nem az e g é s z  
sz o rz a th a lm a zo n  van megadva az a l á b b i  d e f i n í c i ó v a l :
Ha z £  C C^o»t j  , i l j  , é s  x= z ( t ) ,  a h o l  t € [ t * , t ^ +1]
akkor
v ( z , x , u ) s =  ( s j x . u )  / 8 5 a /
ha i = l , 2 ,  . . .  , i l l e t v e  z^ h e l y é n  z ( t Q) s z e r e p e l , ha t £ [ t 0 , t * J .
2 . 8  Következmény: Az
x =x.
x ( t ) =  F (x ( t ) ,  v ( t ) ,  V ^ X ,  x ( t ) ,  u ( t j j ,  u ( t j )
i l l e t v e
x ( t )  = E Í x ( t ) ,  u ( t ) ,  V^x, x ( t )  , u ( t
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k n e k  l é t e z i k  megoldása bárm ely  mérhető
v ( t ) e u£  K i ,  u(t^<SUß-i i l l e t v e  m e l l e t t  é s  minden t  m e l l e t t
a megoldás é r t e l m e z é s i  ta r to m á n y á b ó l  megadható egy  <T(t) , hogy
a megoldás a[jfc,t + £"(tjj i n t e r v a l l u m o n  e g y é r te lm ű  i s .
B i z o n y í t á s : A megoldás k o n s t r u k c i ó j a  könnyen e l v é g e z h e t ő ,
mert az  x^ - n á l  m e g v á l a s z t o t t  G ,  . -ban a V., . s e g í t s é g é v e lü <=< ( x ^
m egoldhatjuk  az e g y e n l e t e t .  E z z e l  megkapjuk z -^ -e t ,  ahonnét  
f o l y t a t h a t j u k  a m egoldást  Zg - i g ,  s t b .  A l o k á l i s  e g y é r t e l m ű s é g  
p e d i g  abb ó l  a d ó d ik ,  hogy minden v á l a s z t o t t  n y i l t  halmazon t e l ­
j e s ü l  e f e l t é t e l .
E g y sz e r ű sé g  k e d v é é r t  a V g l o b á l i s  s t r a t é g i á b a n  nem f o g j u k
k i i r n i  a to v á b b ia k b a n  a z t ,  hogy mely g ö r b e  mentén v e s s z ü k  a 
V - t ,  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t ü n k  s e g í t s é g é v e l  e z t  ú g y i s  megkapjuk,  
csak  a p á l y a p o n t o t  Í r j u k  majd k i .
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3«§ A lka lm azások ,
E b e f e j e z ő  § -ban  á l t a l á n o s  j e l l e g ű  a lk a lm a z á s o k a t  muta­
tunk b e .  A 0 .1 5  d e f i n í c i ó v a l  megadott  m in ő sé g i  j á t é k k a l  f o g l a l ­
kozunk. Az a l á b b i  k é t  problémát t á r g y a l j u k :
1 .  A K k o a l í c i ó n a k  az a c é l j a ,  hogy egy K’ k o a l i c i ó  ne
tu d ja  e l é r n i  az (J 0  • h a lm a z t .
i £ K  1
2 .  A K k o a l í c i ó n a k  az a c é l j a ,  hogy e l é r j e  az U & .
I C  K 1
h a lm a z t ,  a h o l  mindkét halmaz a G C  E n y i l t  halmaz z á r t  r é s z ­
ha lm aza .  E ha lm azokat  e § során © K i l l e t v e  © K, - v e i  j e l ö l ­
jü k .
Két a l a p t é t e l t  mondunk k i ,  melyek a lk a lm a z á s a ik é n t  k é t  
e l f o g á s i  és k é t  e l f u t á s i  t é t e l t  b i z o n y í t h a t u n k ,  k é s l e l t e t e t t  
i l l e t v e  nem k é s l e l t e t e t t  e s e t e k b e n .
További k é t  t é t e l t  mondunk k i  H i l b e r t  t e r e k  e s e t é r e ,  kon­
vex  c é lh a lm a z o k k a l  é s  b e l á t j u k ,  hogy konvex halmaz 0  s u g a r u  
k ö r n y e z e t é n  k iv ü lm a ra d á sra  s z ü k s é g e s  és  e l e g e n d ő  f e l t é t e l  ad­
h a t ó .  Végül egy num erikus e l j á r á s t  i s  adunk, amely konvex h a l ­
maz £  sugaru  k ö r n y e z e t é n  k i v ü l  maradásra k é s l e l t e t e t t  é s  nem 
k é s l e l t e t e t t  e s e t b e n  mindig  működik, ha az e l f u t á s  e m l i t e t t  
s z ü k s é g e s  és  e l e g e n d ő  f e l t é t e l e  t e l j e s ü l .  E l l e n k e z ő  e s e t b e n  
ugyanez a módszer e l f o g á s r a  i s  a l k a l m a s .
1 .  E l f o g á s i  é s  e l f u t á s i  a l a p t é t e l e k .
Az a l a p t é t e l e k  b i z o n y í t á s a  e l ő t t  b e lá t u n k  néhány lemmát.
Legyen E a 0 . § - b a n  b e v e z e t e t t  B a n a c h - t é r ,  l e g y e n  to v á b b á  
HCE egy z á r t  r é s z h a l m a z .  J e l ö l j ü k  továbbá  ^ £ x ,H) ' - v a l  az  
x £ E  pontnak H - t ó l  mért t á v o l s á g á t ,  melynek d e f i n í c i ó j a  k ö z ­
i s m e r t .
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3 .1  Lemma: 1 >  6- >  O-hoz és  x £  E - h e z  t a l á l h a t ó  o lyan
h o g y
£ ( x , H )  Í  l)x -  y (x )ü  (jL+ í ■£ ( x  , Hp  ^(jx, H ) / 8 5 /
t e l j e s ü l j ö n .
B i z o n y í t á s : Ez az  á l l i t á s  a ^ ( x , h ) d e f i n í c i ó j a  a l a p j á n
n y i l v á n v a l ó .
3 . 1  D e f i n í c i ó :  A  ^ ,H  ^ t á v o l s á g f ü g g v é n y t  az x e E  p o n t­
ban simának n e v e z z ü k ,  ha megadható egy Gu » ( x ) k ö r n y e z e t
o \  x )
egy e^E *  , II e ^ =  l , \ / x - L , ^ C  - h e z  || e x x (j <  £.
1 > 2 |
és egy °<‘X1 , x 2 £  R úgy ,  hogy  e . ^ ^ 6  &/
s ( x 1>H)=<ex+ eX i j X 2 , ( x r y(;x)))+ ^  _
l , x 2
786/
a h o l  </ e x , x -y (x p > =  || x  -  y ( x ) | | é s  i = l , 2 .  A C ? 0  á l l a n c U  .
3 .2  Lemma : Ha az x á  E p o n t  a §  ( . , hJ t á v o l s á g iU g g v é n y n e k  
s im a s á g i  p o n t j a ,  akkor a 3 . 1  d e f i n í c i ó  a l a p j á n  megadható e
f u n k c i o n á l h o z  t a l á l h a t ó  o l y a n  G ^ xj (x  jk ö r n y e z e te  x - n e k  
cTőx) ^  c T ’Cx;) » hogy cT(x) <  t -  $ (x ,H  ) és  t e l j e s ü l  az
( l -  CA ( x',h])-S(x ',h) <  ( e x  , x 2 y ( x ) ) <  ( l +  (x' .Hj^x^H^x'dCX^S?/
B i z o n y í t á s : Azt k e l l  c sup á n  megmutatnunk, hogy van i l y e n  
k ö r n y e z e t .  A 3 . 1  d e f i n í c i ó  b i z t o s í t j a  a G ^ xj x^) k ö r n y e z e t e t , 
amelynek x e l e m e .  A / 8 7 /  e g y e n l ő t l e n s é g  t e l j e s ü l  to v á b b á  magá­
ra az x p o n tr a  é s  mindkét s z e r e p l ő  e g y e n l ő t l e n s é g  h a t á r o z o t t  
l é v é n  és f o l y t o n o s  fü g g v é n y e k  s z e r e p e l n e k  benne,  i g y  mindegyik  
e g y -e g y  n y i l t  halmazon t e l j e s ü l ,  melyeknek van kö zö s  p o n t j a ,  
az x  maga. De e z  már a lemmát b i z o n y l t j a .
3 .3  Lemma ; Legyenek x ^ x ^  G ^ x pxJ , k é t  t e t s z ő l e g e s  pont.
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E kkor  a / 86 / - b a n  s z e r e p l ő  c< - r e  t e l j e s ü l  az  a l á b b i  b e c s -
x l ’ x2
l é s :
I , x2U(t( A + c)+ c) • >H)
f e l t é v e ,  hogy ^(x,H^ <. 1 .
B i z o n y í t á s : R e n d ez zü k  á t  a / 86 /  k i f e j e z é s t :
7 8 8 /
-*X l>x2 = ? C n > H) - < ex ’ x i - y (.x)> - < e , Xnx l f x2 * 1 - y ( x ) )
a h o l  a l k a l m a z h a t j u k  a / 8 7 /  b e c s l é s t ,  a m e ly n e k  a l a p j á n
\ e< x l , x 2 \<  £■ fCx i » H) + c ^ ( x , h) .  l \x1-y(_x)(  / 8 9 /
Ám a L i p s c h i t z  f é l e  f e l t é t e l n e k  e l e g e t  t e s z  a ^  f ü g g v é n y ,  
e z é r t  a C x)4  &• ^(x , h ) f e l h a s z n á l á s á v a l
f C n > H) 4 f< f» H )+ 2 £  f d , H )  + é s 7 x , H ) i ( l + 3 £ . j  fC x .H j
es
l\x i - y  W lW s(?»H) +
a h o l  f e l h a s z n á l t u k ,  hogy a ^ ( x , hJ <  1 és  e z é r t  a l a c s o n y a b b  
h a t v á n y o k  b e í r á s á v a l  n ö v e l t ü n k .
Ezek.et  mind b e i r v a  és  i s m é t  a l k a lm a z v a  a f e n t i  h a t v á n y o ­
z á s c s ö k k e n t é s s e l  v a l ó  n ö v e l é s t :
7 9 o /
U x  X I <  (  H  +C)  ■ $Z LX , S )1 J 2
E z z e l  p e d i g  a t é t e l t  b e l á t t u k .
3 . 4  Lemma: M egadha tó  o ly a n  í  és  c - t ő l  f ü g g ő  ^  > 0  szám  
és c-^jC^ > 0 á l l a n d ó k ,  h o g y h a  a k k o r  bárm ely
x l , x 2 ^  G ^ x j ( x  ) m e l l e t t  minden x* 6  G^ x j - X  ^ e s e 't 6h
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ve + e ^  , x : x  ■ x-^, x^ * ’ -  y(x)) + =<X l , x 2 í .  /91/
B i z o n y í t á s : Osszuk e l  a / 9 1 /  e g y e n l ő t l e n s é g e t  ^ ( x ’ ,H ) -  
v a l  és a h á n y a d o s r a  a d j u n k  a l s ó  és f e l s ő  b e c s l é s e k e t :
< e x , < e x 1>X2' x ’- y W )  «<X l ,
+ + U ,X2
$ «  H)
= c ( x > )
/  9 2 /
1 . B e l ü l r ő l  b e c s ü l ü n k :
Az e l s ő  t a g o t  a / 8 7 / '  a l a p j á n ,  a m á s o d i k a t  a 3 . 1  d e f i n í c i ó  
a l a p j á n ,  a h a r m a d i k a t  p e d i g  a 3 . 3  lemma a l a p j á n  b e c s ü l j ü k  meg:
c ( x ’)<. 1+ £ -^(x* ,H)+ c ^ ( x , h ) ( i + £ - $ ( x * , h ))  +[<£(4+cj + c j ------- ^íVyH)
/ 1+ 2 t  + c + c L +  ^ 4 i  + £ c  + ej ( l + £ ) ( l -  L)= c 1 7 9 3 /
a h o l  az u t o l s ó  t a g  b e c s l é s é n é l  t e k i n t e t b e  v e t t ü k  a 3 . 2  lemmá- 
ban  k i k ö t ö t t  norma a r á n y t .
2 .  A l u l r ó l  b e c s ü l ü n k :
Alsó  b e c s l é s n é l  u g y a n a z o k r a  a b e c s l é s e k r e  h i v a t k o z u n k  
c s u p á n  n e g a t i v  e l ő j e l l e l  a l k a l m a z z u k  ő k e t ,  a h o l  ez  s z ü k s é g e s  
é s  a / 93 / - b ó l  nem n a g y j u k  e l  a második  r é s z b ő l  k i e m e l h e t ő  
l ( x , H V t :
c ( x ’)> l - £ - $ ( x ’ , h) - c $ ( x , h) ( l +  í -£(x ’ , Hj) — (4b+ £ c + c ) —
r \ 1+ £ —i I / \ 1+ £
>  1 -  J ( x , h )]_(_5£+ + ej -------  + c + ^ ? l - f ( x , H /  ( 6£+£c +2c) -------
1-  L
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L á t h a t ó ,  hogy ha > a h o l ^  < ( 6<£+ £.c + 2c ) “ 1 ,
a k k o r  van  c ( x ’) >  c 2 >  0 .
E z z e l  a lemmát b e l á t t u k .
E z z e l  b e f e j e z t ü k  az  e l ő k é s z ü l e t e k e t ,  most  r á t é r ü n k  az  
a l a p t é t e l e k  k ö z v e t l e n  e l ő k é s z í t é s é r e .
T é t e l e z z ü k  f e l ,  hogy a H 1 G1 E z á r t  h a lm a z  k ö r ü l  megad­
h a t ó  egy I I  d  GD E y t  ( H ) n y i l t  h a lm az  úgy ,  hogy G D H c Q H .  Té­
t e l e z z ü k  f e l  t o v á b b á ,  hogy  a §  f ü g g v é n y  e z e n  az  -0 - h a lm a z o n  
minden p o n t b a n  s im a ,  méghozzá  egy u n i v e r z á l i s  c - v e l ,  T é t e l e z ­
zük f e l ,  hogy minden x é  p o n t h o z  a 3 . 1  d e f i n í c i ó  s z e r i n t
l é t e z ő  e é- E ’ f u n k c i o n á l l a l  m eg a d o t t  i r á n y b a n  a z  y£x) <~ H h a t á r ­
p o n t b a n  v a l a m i l y e n  f ö l é n y e  van  a K k o a l í c i ó n a k .  Az x p o n t  k ö ­
r ü l i  G{J7 xj(x) k ö r n y e z e t b e n  l e g y e n  Vx az  y ( x ) - b e l i  f ö l é n y t  az  
y ( x ) p o n t b a n  r e a l i z á l ó  1 . 7 , 1 . 8  t é t e l e k  és  1 . 1 , 1 . 3  m e g je g y z é s e k  
v a l a m e l y i k e  á l t a l  b i z t o s í t o t t  V l e k é p e z é s .  / V a g y i s  a h a t á r p o n ­
t o n  h a t á r o z z u k  meg, hogy h o gyan  v á l a s z t j u k  meg a z  x p o n t  egy 
k ö r n y e z e t é b e n  a s t r a t é g i á n k a t . /  I l y e n f o r m á n  n y e r t ü n k  egy 
Í V  Gí-(x/x l ]  x ,. ^ l o k á l i s  s t r a t é g i a c s a l á d o t .  L eg y e n  h  a 
^ G ^ x C^xj j  f e d ő r e n d s z e r h e z  2 . 7  d e f i n í c i ó v a l  m e g a d o t t  f ü g g ­
v é n y .  Legyen 1 > A >  0 v a l ó s  szám. K épezzük  a j v x »G^ ^ xj(x)j^ X£_q_ 
l o k á l i s  s t r a t é g i a c s a l á d o t ,  am e lyhez  a 2 . 7  d e f i n í c i ó v a l  h o z z á ­
r e n d e l t  fü g g v én y  A • h  l e s z .  E l o k á l i s  s t r a t é g i a c s a l á d  2 .7  k ö ­
v e tkezm ény  s z e r i n t i  ö s s z e k a p c s o l á s á t  j e l ö l j ü k  V ^ i A - v a l ,  e z e n  
ö s s z e k a p c s o l á s  a l a p j á u l  a 2 . 5  t é t e l  k o n s t r u k c i ó j á t  a l k a l m a z ­
z u k ,  4 > ^ 0 -v e im
Legyen 1>  >  0 egy v a l ó s  szám. L eg y en ek  z ,  z ; £ C ^ [ t o ,
h l  . L )  , a m e ly e k re  t e l j e s ü l ,  hogy
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|| z ( t ) -  ' z ( t ) | | é ' v > . h ( z ' ( t j )  / 9 4 /
é s  t e l j e s ü l j ö n  az  a l á b b i :  z a b s z o l ú t  f o l y t o n o s  és
z ( t ) =  I ’( z ' ( t ) ,  T ^ r (z ' ( t )  , u ( t ) j  , u ( t ) J  
i l l e t v e  / 9 5 /
z ( t ) =  p ( z ( t ) ,  v ( t j  , V^(iz"(t) ,  u ( t )  , u ( t ) )
e g y e n l e t e k  k ö z ü l  a f ö l é n y t í p u s n a k  m e g f e l e l ő  t e l j e s ü l ,  a h o l  
u ( t ) € U K>, v ( t ) £ U g ^ Ki , i l l e t v e  u ( t ) e U g  ,
A n e v e z e t t  j e l ö l é s e k  é s  fo g a lm ak  s e g í t s é g é v e l  k im o n d h a t ­
j u k  az a l á b b i  k é t  a l a p t é t e l t :
3 . 1  T é t e l :  Tegyük f e l ,  hogy a K k o a l í c i ó n a k  e l f u t ó  f ö l é ­
nye  van m in d e n  x € H  m e l l e t t  az y ( x ) p o n t b a n ,  az  e ^  i r á n y b a n  
a K’ k o a l í c i ó v a l  szem b en .  E k k o r  b á r h o g y a n  v á l a s z t j a  meg a K* 
k o a l i c i ó  a z  u  s t r a t é g i á j á t  és  az I \ ^ K u K ‘J a v s t r a t é g i á j á t .
/ U t ó b b i  e r ő s  f ö l é n y  e s e t é n  ü r e s n e k  t e k i n t e n d ő / ,  a / 9 5 /  f ö l é n y -
, 1-V >2
t i p u s n a k  m e g f e l e l ő  e g y e n l e t é n e k  m e g o l d á s á r a  V-3"  > 3
s t r a t é g i a  m e l l e t t  t e l j e s ü l ,  hogy minden t > t  m e l l e t t  z ( t ) €  
é E x t ( H )  h a c s a k  z ( t j  £- Ext(.H) .
M e g je g y e z z ü k  t e r m é s z e t e s e n ,  hogy a t é t e l  f e l t é t e l e z i  a ^ 
H - t ó l  m ér t  t á v o l s á g f ü g g v é n y r ő l  a 3 .1  d e f i n í c i ó  f e l t é t e l é n e k  
t e l j  e s ü l é s é t .
B i z o n y í t á s : T é t e l e z z ü k  f e l ,  hogy a t é t e l  á l l í t á s á v a l  e l ­
l e n t é t b e n  v a n  o l y a n  m i n i m á l i s  T > t Q, h o g y  z (t)g 3H. M iu tá n  az 
E f e l t e v é s ü n k  s z e r i n t  e l e g e t  t e s z  a l o k á l i s  L i p s c h i t z  f é l e  f e l  
t é t e l  k ö v e t e l m é n y e i n e k  v a n  o l y a n  g| z( t ))ó G k ö r n y e z e t ,  am e ly ­
b en  P L L i p s c h i t z - f é l e  á l l a n d ó v a l  t e l j e s i t i  e f e l t é t e l t .
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Megadható  t o v á b b á  egy G2 ( z ( T )) CL Gi ( z U ) j  , am e ly n e k  s u g a r a  a
3 . 4  lemmában b i z t o s í t o t t  " h á l  k i s e b b .
Legyenek  most 'z ( t j  , '~z(t*J , .......... " z ( t* )  , . . .  a z *  g ö r b e
i d  L J t
V 3 ) 3 g l o b á l i s  s t r a t é g i á h o z  t a r t o z ó  d ö n t é s i  p o n t j a i .
L egyenek  e p o n t o k  m e g f e l e l ő i  a z g ö r b é n  a z^= z  ( t * )  p o n t  o k .  Meg­
m u t a t j u k ,  hogy ha a z (t*) p o n t b a n  ^  Vx _ , G ± _ v  ^ x ^ (xj_)} s t r a t é ­
g i á t  v á l a s z t o t t u k  a f e n t i  ö s s z e f ü z é s n e k  m e g f e l e l ő e n ,  a k k o r  a 
z ±>z ±+l_ p o n t o k  a G^ x  ^ (x-j) k ö r n y e z e t b e n  v a n n a k .
A f e n t i  k o n s t r u k c i ó  m i a t t
I " ~i+1ll < (l- v) / 3  h(z"±) / S S /
a h o l  f i g y e l e m b e  v e t t ü k  a h  fü g g v é n y  j e l e n t é s é t  és  a s t r a t é g i á k  
m e g a d á s á t .
A|| z ± -  z^ll <  "d- h'(_z^) a / 9 4 /  m i a t t ,  e z é r t
II -  z i + i H <  ( !  -  / 3 + V- h U i + 1 )
a h o l  f i g y e l e m b e  v é v e ,  hogy a h  t e l j e s i t i  a L i p s c h i t z - f é l e  f e l ­
t é t e l t  :
II z± -  zi+1l[< K ZI)['V+ 2 ( l - v j / 3j  797/
Vegyük f i g y e l e m b e  t o v á b b á ,  hogy a J^ = { l - ,v ) /3  v á l a s z t á s  
m i a t t  a 2 . 5  t é t e l  k o n s t r u k c i ó j a  b i z t o s í t j a ,  hogy  a z.  k ö r ü l i  
( l - v J / 3  h(z^)(v + 2 ( l -  v)/3) = £  o s u g a r u  k ö r n y e z e t  benne  van a
G( l -  v) /3  S(xJ^  k ö r n y e z e t b e n ,  e z é r t
H t . /  a - v ? h  c V x / X i j  / 9 8
Ez p e d i g  a z t  j e l e n t i ,  hogy v a l ó b a n  a z ^ , z ^  . p o n t o k  a s z ó b a n  
f o r g ó  k ö r n y e z e t  p o n t j a i .
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Vegyünk m inden  z .  , z .  p á r h o z  egy e„  £  E ;
1 1 + 1   ^ z i ’ i +1
és _ , a 3»1 d e f i n í c i ó  é r t e l m é b e n  a G
í* í + l
k ö r n y z e t  p o n t j a i r a  l é t e z ő  f u n k c i o n á l t  és  s z á m o t ,  am e ly e k  s e g í t ­
s é g é v e l  megadunk egy m  t )  f ü g g v é n y t  az  a l á b b i a k  s z e r i n t :
U ) :=< <
Xi
+e.
Ji +1 ( * ) -  y ^ ) + ^ z i , z i + 1  / 9 9 /
ha t* t  4
A / 9 9 / - e l  b e v e z e t e t t  ^ ( . t )  fü g g v é n y  a b s z o l ú t  f o l y t o n o s  
és d e r i v á l t j á r a  t e l j e s ü l  a / 9 5 / - n e k  m e g f e l e l ő e n  az  a l á b b i a k  
e g y i k e :
Í C t ) * < e x>fF ( z C t ) ,  V5 ’  ^ (z'ix) , ü lt)), u(t)j}+
z • , z .1* 1+1
»! ' (  z ( t )  , V 3 l3 (z"( t j  , u ( t ) j ,  u C t ) ] ) / l o o /
vagy a m ás ik  j o b b  o l d a l n á l  a p ( z /( t ) ,  3 (z~(t) , u ( t ) ) ,  u ( t ) J ,  v (tj)
s z e r e p e l  h o l  az  u ( t ) , v ( t )  f ü g g v é n y e k  j e l e n t é s é t  l á s d  a / 9 5 / .
V i z s g á l j u k  meg a k a p o t t  f ü g g v é n y t  a G^ z (t)) k ö r n y e z e t b e n ,  
a z a z  egy a l k a l m a s  j^ t* ,  t J i n t e r v a l l u m o n ,  a m ik o r  már a z ( t )  és 
a 7 ( t ) e G 2( z ( T ) ) ,  t f e [ t * , Tj e s e t é n ,  t *  k. T.
A Gg^zCT)) k ö r n y z e t b e n  t e l j e s ü l n e k  a 3»4 lemma f e l t é t e l e i ,  
e z é r t  van o l y a n  c-  ^ és c ^ ,  hogy
c 2-?(z ( t ) ’ H)< ° i  $(z f t )  » H) / l o l /
V i z s g á l j u k  meg most a t .  Ennek m ásod ik  t a g j á r a
a k ö v e t k e z ő  i g a z :
Az E az  e g é s z  G2( z (_t | -  b e n  e l e g e t  t e s z  a L i p s c h i t z  f é l e  
f e l t é t e l n e k ,  e z é r t  megadható  egy M k o r l á t ,  a m e l l y e l
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I  F \\ ^  M / l o 2 a /
b á rm e ly  s t r a t é g i a v á l a s z t á s  m e l l e t t  a G2 ( z (T))-ben.  E z é r t  a má­
s o d i k  t a g r a  a / l o o /  k i f e j e z é s  j o b b o l d a l á n  é r v é n y e s  az
' i + l 1  (  x i » H) á c M ^ ^ Y ^ C z ^ t ) ,  h J
/ 1 o2 /
Most az e l s ő  t a g  b e c s l é s e  k ö v e t k e z i k :  
B e c s ü l j ü k  meg az  a l á b b i  e l t é r é s t :
( e X;L’ F ( z lt ) ’ Vy ( x / ^ - * * ) ’ • • ' ) ) - { e x i ’ í ' ( y ( x á)’ Vy
^  L - l l z C t ) -  y ( x ±)l| < l j r ^ [ s ( ^ ( . t )  , ty) + , h)]=
= o-sC^c*). h) / l o 3 a /
T e k i n t e t b e  v é v e ,  bogy  a l e v o n t  t a g  é r t é k e  a t é t e l  f e l t é t e l e
m i a t t  nem n e g a t i v ,  h i s z e n  V e l f u t ó  f ö l é n y t  r e a l i z á l  az y^x.J
p o n t b a n  az e i r á n y b a n ,  a z t  k a p j u k ,  hogy 
x i
( ex. . > V(x±) (•••)■ - c &  w  >H) • /io3/
a l a p j á n .
A / l o 2 /  és  a / l o 3 /  b e c s l é s e k e t  e g y b e i r v a
Í ( t ] >  - ( c  + cK-----, H) z -  ~  D j ( z t t )  , hJ / 1 o4 /
Most p e d i g  m e g b e c s ü l j ü k  a ( z ^ t )  , H ) - ^ z ' ( t )  , h ) |  
k ü l ö n b s é g  a b s z o l ú t  é r t é k e t .  M iu tán  a t á v o l s á g  fü g g v é n y  éLeget 
t e s z  1 L i p s c h i t z - f é l e  á l l a n d ó v a l  a L i p s c h i t z - f é l e  f e l t é t e l n e k ,
igy
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^ ( z ( t ) ,  ( t j  , hJ|  <  H z ( t ) -  z“ ( t )  |\ / l o 5 /
m á s r é s z t  v e g y ü k  f i g y e l e m b e ,  hogy minden x £ XI p o n t o t  l e g f e l ­
j e b b  £ •  ^  (  x , h ]  s u g a r u  f e d ő k ö r n y z e t t e l  f e d t ü n k  l e ,  e z é r t  
h ( x ]  ( x , H j  . /E  f é L t é t e l t  I d .  a 3 . 2  lemma f e l t é t e l e i  k ö z ö t t ,
amelynek  t e l j e s ü l n i e  k e l l e t t  a f e d ő r e n d s z e r ü n k r e . /
E z é r t  a / 9 4 /  f e l t é t e l  f e l h a s z n á l á s á v a l
\ < $ ( z ( t )  , H ) - ^ z ( t )  , e) \  C  • g ( x C ^ . h ) / 1 o6/
a m e ly b ő l  k ö n n y e n  b e l á t h a t j u k ,  hogy
( l - ' P í ) ^ ( z ' t t )  , H ) < | ( z ( t ' ^  , H ) <  ( i + V é) $  ( z ' ( t ) ,  h) / 1 o7 /
A / l o l / ,  az  / I 04 /  é s  az  / l o 7 /  b e c s l é s e k  f e l h a s z n á l á s á v a l  
v é g ü l  i s  a z t  k a p j u k ,  hogy
$  ( t  ) ^ -  -D • -R ( t )  / 1 ° 8 /
egy j t * ,  i n t e r v a l l u m o n  és  ] t ( t * j  >  0 ,  a / l o l /  m i a t t ,  T
d e f i n i c i ó j á n a k  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l .
2K épezzünk  most egy A r  h a lm a z t  és e z e n  é r t e l m e z ü n k  
k é t  f ü g g v é n y t :
A : = [ ( x , s J  x= , t  K s K t J
f  ( x , t  )'•= %  ( t ) , ( x , t) <E. A
g ( x , t )  := - D - x  , ( x ,  t j  ^  R2
/ l o 9 /
E f ü g g v é n y e k k e l  f e l í r h a t u n k  e g y -e g y  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e ­
t e t  :
x ( t )  = f  ( x  ( t )  , t)
y ( t ) =  g(y ( t )  , t)
/ l l o /
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x( t* )  = y (t*) = j( (t*) k e z d e t i é r t é k p r o b l é m á v a l .
A / l o 8 /  m i a t t  e z e k  a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  t e l j e s i t i k  a f ü g ­
g e l é k  F2 . 1  t é t e l é n e k  f e l t é t e l e i t  é s  m indké t  e g y e n l e t r e  v o n a t ­
kozó k e z d e t i é r t é k p r o b l é m á n a k  van / a z  e l s ő n e k  l e g a l á b b  egy ,  a 
m á s o d ik n a k  e g y é r t e l m ű /  m e g o ld á s a ,  a m e ly e k r e  t e l j e s ü l  az  i d é ­
z e t t  t é t e l  á l l i t á s a ,  a z a z
x ( t )  = « ( t) >  y ( t j =  f t ( V ) .  e " D ' / H l /
a m e ly b ő l  a / l o l /  f e l h a s z n á l á s á v a l  T - r e  a z t  k a p j u k ,  hogy
$ ( z ( t ) ,  S H) • / 112 /
a m e ly b ő l  k ö v e t k e z i k ,  hogy  z ( t ) 4-H, a z a z  a t é t e l t  b e l á t t u k .
3 . 2  T é t e l :  T é t e l e z z ü k  f e l ,  hogy a , H - r ó l  m ér t  t á v o l ­
s á g f ü g g v é n y  az  £ í c. E x t ( h )MG h a lm azo n  s i m a .  Tegyük  f e l ,  hogy' 
m egadha tó  egy o l y a n  p e 3 .H  p o n t ,  m elynek  van  o l y a n  G0( p ) c  G 
k ö r n y e z e t e ,  hogy en n ek  minden x p o n t j á b a  a K k o a l í c i ó n a k  az  
y ( x ) e . ^ H  p o n t b a n  a - e x i r á n y b a n  egy l e g a l á b b  c (p )  /  c (p)  az 1 . 1 , 
1 . 3  d e f i n í c i ó k b a n  s z e r e p l ő c / m é r t é k ű  f ö l é n y e  van  a K* k o a l í c i ­
ó v a l  s z e m b e n /  i l l e t v e  e r ő s  f ö l é n y e  v a n / .  Ekkor  van  a p p o n t n a k
l-V i -  v
o l y a n  k ö r n y e z e t e ,  hogy ha  a K k o a l i c i ó  a V 4 1 3 g l o b á l i s  
s t r a t é g i á t  a l k a l m a z z a ,  úgy a K* i l l e t v e  I \  KUK1 k o a l í c i ó k  b á r ­
mely s t r a t é g i a v á l a s z t á s a  m e l l e t t  a / 95 /  m e g o ld ása  v é g e s  i d ő  
a l a t t  e l é r i  e k ö n y e z e t  b á rm e ly  p o n t j á b ó l  i n d u l v a  H - t .
B i z o n y í t á s : Megadható  a p p o n t  k ö r ü l  t é t e l ü n k  f e l t é t e l e i  
m i a t t  a 3 . 1  t é t e l  b i z o n y í t á s á b a n  m e g h a t á r o z o t t  Gg^p) , a m e ly e t  
o t t  a z ( t j h a t á r p o n t r a  a d t u n k  meg és  az  á l t a l á n o s s á g  c s o r b í t á s a
88
n é l k ü l  f e l t é t e l e z h e t j ü k ,  hogy  GQf p j 3  G ^ p j ,  ha u g y a n i s  nem 
t e l j e s ü l n e ,  a k k o r  vegyük  e k é t  k ö r n y e z e t  m e t s z e t é t .
A / 9 5 /  e g y e n l e t  m in d en  - b a n  h a l a d ó  m e g o ld á s á h o z  h o z z á ­
r e n d e l h e t j ü k  a / 9 9 / - e l  d e f i n i á l t  |( ( t j  f ü g g v é n y t , m elynek d e ­
r i v á l t j á r a  t e l j e s ü l  a / l o o /  e l ő á l l í t á s .
Ha e m e g o ld á s n a k  v an  G£ - b e n  h a l a d ó  s z a k a s z a ,  azon  a 
s z a k a s z o n  é r v é n y e s e k  a / l o l / ,  l o 2 a / ,  / l o 2 / ,  é s  az  / l o 3 a /  b e c s ­
l é s e k .  U g y a n c s a k  é r v é n y e s  l e s z  a / l o 6 /  b e c s l é s .
A / l o 3 a /  b e c s l é s  a l a p j á n  a d ju n k  f e l s ő  b e c s l é s t  a / l o o /  d e ­
r i v á l t  e l s ő  t a g j á r a :
<^ex , F(z Ct) , Vy (xi) ( . . . 'l  , “ °(p ) + H) /113 /
a h o l  f e l h a s z n á l t u k  a f ö l é n y  m é r t é k é r e  v o n a tk o z ó  f e l t e v é s t .
A / l o 2 /  é s  a / 1 1 3 /  b e c s l é s e k  f e l h a s z n á l á s á v a l  a z t  k a p j u k ,
hogy
& ( t )  4  -  c ( p )  + D• ^ (ß*(t) , h ) / 1 1 4 /
vagy a / l o 6 /  f e l h a s z n á l á s á v a l
& ( t )  4  -  c ( p )  + (  z (  t )  , H) / 1 1 5 /
Legyen  G ^  ( P ) C  Gr 2 (.p) az a k ö r n y e z e t ,  m e ly n é l  
< T p < c ( p ) /2 D p  o Ezen e g é s z  k ö r n y z e t b e n  az  i t t  h a l a d ó  z ( t j - h e z  
t a r t o z ó  $C(^t)< -  c ( j ? j / 2  .
Vegyük most a z t  a G ^ (  p) k ö r n y e z e t é t  a p p o n t n a k ,  a m e ly re  
t e l j e s ü l  a
r i  - ° i r 2
M
>
c( p ) / ^
/ 1 1 6 /
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amely f ig y e le m b e  véve a c(p) — M f e l t é t e l t  /m e ly  i g e n  könnyen 
b e lá t h a t ó  a d e f i n í c i ó k  a l a p j á n / ,  m indig egy (Tg su g a r a t
eredm ényez / c^ a / l o l / - b e n  s z e r e p l ő  1 - n é l  nagyobb á l l a n d ó / .
B e lá t h a t j u k ,  hogy ha z (t)£ G<C> (pj ,  akkor van o lyan  v é g e s  
T é r t é k ,  hogy va lam ely  t*£  (t,Tj é r té k r e  z ( t * ) £ H .
Ha Z (t) £ W  * akkor g (z (t) , H ^ £ g  ®B e z é r t
1  (t) ^  c x .  cTg / 1 1 1 /
a / l o l /  f e l h a s z n á l á s á v a l .  A ”£ görbe  G ^  (p )k ö r n y e z e tb e n  h a la ­
dó i t , 1 1 sz a k a szá n  a m e g f e l e lő  ^  fü g g v én y re  Sj d e f i n í c i ó j a  
m iatt  é r v é n y e s  a
^  ( s ) — a  (t) — - —  ( s - t ) / n s /
b e c s l é s .
Ha mármost z (t) 6 G <Tg (p) , akkor le g a lá b b
<SÍ~ J *2
= ;  a i 9 /
i d e i g  a G í ,  l  p] -b e n  h a la d  a z ( t )  g ö r b e ,  a h o l  f e l h a s z n á l t u k  
a / l o 2 a /  b e c s l é s t .
Azonban ekkor a / 1 1 8 /  é s  a / 1 1 6 / ,  / H l /  f e l h a s z n á l á s á v a l
r r „
fffaiMtk)- síel . ° 1 2- 6  o,.d - c <P/ 1 ----/12o/
2 M 2M
ami c sa k  úgy l e h e t s é g e s  a / l o l /  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l ,  hogy va­
lam ely  t< ^ t m e l l e t t  § (z (t*j, m)= 0 .  E z z e l  p e d ig  b e l á t t u k
a t é t e l t ,  a k iv á n t  k ö r n y e z e t  a Gcfg ( p ) l e s z .
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2 .  E l f u t á a —e l f ogás  k é s l e l t e t é s s e l  é s  a n é l k ü l .
a .  E l f o g á s  é s  e l f u t á s  k é s l e l t e t é s  n é l k ü l .
3 .3  T é t e l : E l f u t á s i  t é t e l :
Legyen 0^-, = ^ 9 ^ ,  ^  i  .  Legyen to vább á  -0- C Ext ( B g X G  
egy  olyan n y i l t  h a lm a z ,  am elyre  t e l j e s ü l  a 9X1 3  9  0 K,
é s  amelyre t e l j e s ü l  az a l á b b i :  Legyen a § Ö ^ ' - t ó l  mért t á ­
v o l s á g f ü g g v é n y n e k  minden x  6 i l  pont s i m a s á g i  p o n t ja  u n i v e r z á ­
l i s  C > 0 - v a l  / l d .  3 . 1  d e f i n í c i ó t / ,  é s  l e g y e n  az e l ő z ő  p o n t ­
ban l e i r t  h o z z á r e n d e l é s s e l  a K k o a l í c i ó n a k  minden y ( x ) £ 3 ö K, 
pontban az e i rá n y b a n  e l f u t ó  f ö l é n y e .  Ekkor a K k o a l i c i ó  a 
z (t) és u , t  £  U-£, i s m e r e t é b e n  a  ^ z t) , u t y  e l ő z ő
pontban d e f i n i á l t  g l o b á l i s  s t r a t é g i a v á l a s z t á s  a la p j á n  meg tu d ­
j a  úgy v á l a s z t a n i  s t r a t é g i á j á t ,  hogy z ( t i  € Ext \8^X , minden 
t  (X0 *t-jj m e l l e t t  a / 9 5 /  m e g f e l e l ő  e g y e n l e t é n e k  megoldására  
z=z  m e l l e t t ,  ha z (t J £ E x t ( 0 ^ > ) .
B i z o n y í t á s : a  z = z  ^  =0 m e l l e t t  t e l j e s i t i  a z , z - r a  k i r ó t t  
f e l t é t e l e k e t ,  e g y é b k é n t  p e d i g  t e l j e s ü l n e k  a 3 . 1  t é t e l  f e l t é t e ­
l e i .  Megjegyezzük még, hogy z=z m e l l e t t  az  i t t  j a v a s o l t  g l o b á ­
l i s  s t r a t é g i a  h e l y e t t  a l o k á l i s  s t r a t é g i á k  ö s s z e f ü z é s é r e  bár­
m e ly ik  2 . § - b e l i  ö s s z e f ü z é s i  módszert  a lk a lm a z h a t t u k  v o ln a  a 
t é t e l  á l l i t á s a  ugyanúgy i g a z  marad / t e r m é s z e t e s e n  o ly a n  ö s s z e ­
f ü z é s i  m ó d s z e r t ,  am elye t  a l o k á l i s  s t r a t é g i á k  l e h e t ő v é  t e s z ­
n e k / .
egy
és
3 ,4  T é t e l : E l f o g á s i  t é t e l :
Legyen Ö v =  U ©i . Legyen to v á b b á  30 C  Ext Í0K)OG 
K i £ K  .
o lyan n y i l t  ha lm a z ,  am elyre  t e l j e s ü l  a d - ± L  7~> J  3) .^ 
amely t e l j e s i t i  az a l á b b i  f e l t é t e l :  Legyen  ^ b ^ - t ó l
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mért tá v o lsá g fü g g v én y n ek :  minden x  £ S í  s im a s á g !  p o n tja  u n i v e r ­
z á l i s  c  ^ 0  - v a l  / I d .  a 3 . 1  d e f i n í c i ó t / .  Legyen p é 9  Ö ^ 
o ly a n  p o n t ,  amelynek van o lyan  G (p) C  G k ö r n y e z e t e ,  G (p)f]Ext fl K 
C  A  , hogy minden x  £ G (p)ílExt( 0  g j e s e t é n  a K k o a l í c i ó n a k  
l e g a l á b b  c (p) mértékű f ö l é n y e  van az  e l ő z ő  p o n t b e l i  h o z z á r e n d e ­
l é s s e l  m eg h a tá ro zo t t  y (x)éQÖK pontban a —e x  irán yban  a K’ ko­
a l í c i ó v a l  szemben. Ekkor van a p pontnak o ly a n  G (p^)sugaru  
k ö r n y e z e t e ,  am elyb ő l  k i i n d u l ó  j á t é k o t  a z (t) , u t yéU^,  i s m e r e -  
t é b e n  v á l a s z t o t t  V 311 % (z (t) , u (ti) s t r a t é g i a  s e g í t s é g é v e l  v é ­
g e s  i d ő  a l a t t  be t u d j a  f e j e z n i ,  a z a z  a / 9 5 /  m e g f e l e l ő  k e z d e t i -
f x r ~i
ér ték p r o b lé m á já h o z  megadható o ly a n  T, hogy van o ly a n  t £  t  ,TL O J
melyre a / 9 5 /  megoldása t e l j e s i t i  a z (t*)£ 0^ f e l t é t e l t
z ( t j ) £ G^2 (p) - r e .
B i z o n y í t á s : P o n to sa n  úgy a 3 . 2  t é t e l  következm énye ,  mint  
a 3 . 3  t é t e l  k ö v e t k e z e t t  a 3 .1  t é t e l b ő l .  I t t  i s  é rv én y es  t e r m é ­
s z e t e s e n  az o t t a n i  e g y s z e r ű s í t ő  m e g je g y z é s .
3 . 2  M e g je g y z é s ; A f e n t i  k é t  e l f u t á s i  t é t e l b e n  l á t t u k ,  
hogy a K k o a l i c i ó  t - b e l i  s t r a t é g i a v á l a s z t á s á h o z  f e l h a s z n á l t a  
a K* k o a l i c i ó  t - b e l i  d ö n t é s é t .
b .  E l f o g á s  é s  e l f u t á s  k é s l e l t e t é s s e l .
E l ő s z ö r  a k é s l e l t e t é s  m értékére  adunk f e l t é t e l t .
Az P függvény  f e l t e v é s e i n k  s z e r i n t  a G halmazon e l e g e t
t e s z  a l o k á l i s  L i p s c h i t z - f é l e  f e l t é t e l n e k .  Fedjük l e  G—t  
o ly a n  | g £  (x) [ x  & G k ö r n y e z e t e k k e l ,  am elyek m in d eg y ik é ­
hez  t a r t o z i k  egy L ( x ) ,  x € G,  az  a d o t t  k ö r n y e z e tb e n  é r v é n y e s  
L i p s c h i t z - f é l e  á l l a n d ó .  Minden i l y e n  k ö r n y e z e tb e n  megadhatunk
o ly a n  M(x)>0 sz á m o t ,  hogy az e g é s z  k ö r n y e z e tb e n
( ^)
\ \ f  r y , . . . ) 1( ^  M (x }, y 6 G G <V0(x) • / 121/
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Vegyük a z t  a f e d ő r e n d s z e r t ,  m e ly e t  a zo k  a }G f h a lm az o k
* X£ G 
a d n a k ,  a m e l y e k r e  a / 1 2 1 /  é r v é n y e s .  Legyen e f e d ő r e n d s z e r h e z  a
2 . 7  d e f i n í c i ó v a l  h o z z á r e n d e l t  fü g g v én y  h-^.
3 . 1  f e l t é t e l :  Legyen h Q egy f o l y t o n o s  p o z i t i v  fü g g v é n y  a
G h a lm a z o n .  Egy T (x)>0  k é s l e l t e t é s t  x € G  m e l l e t t  m e g e n g e d e t t
k é s l e l t e t é s n e k  n e v e z ü n k  a h Q f e l t é t e l  m e l l e t t ,  ha  t e l j e s ü l  a
X  Cx) 4  min ^  h^(_x) , h Q (_ x ) |  /  M(x) / 1 2 2 /
f e l t é t e l  é s  X  mint  x f ü g g v é n y e  f o l y t o n o s .
3o5 Lemma; Legyen X Cx) egy m e g e n g e d e t t  k é s l e l t e t é s .  Le­
gyen egy z é  C ( [ t  , t-,] , g ) a b s z o l ú t  f o l y t o n o s  g ö r b e  é s  l e g y e n  
IT v o x /
u(^t)6TT K. eg y  t e t s z ő l e g e s  m é rh e tő  i r á n y í t á s .  T e l j e s í t s e  z 
i = l  1
az a l á b b i  k é s l e l t e t e t t  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t :
z ( t ) =  P ^ z ( t  u ( t ) j  m. m. / 1 2 3 /
Ekkor z ( s )  : = z ( t  J  , s ^ t Q t e l j e s ü l  az  a l á b b i  e g y e n l ő t l e n s é g :
| \ z ( t ) -  z ^ t - ^ ( t ) j | | ^ h 0 ( z ( t ) J  / 1 2 4 /
B i z o n y í t á s :
1 .  Tegyük  f e l ,  hogy a z  P fü g g v én y  k o r l á t o s  és M a k o r l á t ­
j a .  Ekkor k ö n n y e n  m e g b e c s ü l h e t j ü k  a / 1 2 4 /  k ü l ö n b s é g e t :
| ^ z ( t ) -  z ^ t  -T (z  ( t)) | 4. m T   ^ z ( t ) j  / 1 2 5 /
a h o l  M^.ltPl|.
I n t e g r á l j u k  most a f  t - ' V  ^z (t)J , t j i n t e r v a l lu m o n  a / 1 2 3 /
k i f e j e z é s t :
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( f (z (s - í(z (a))], u (s)j da /126/
t -  í (z  (t))
B e c s ü l j ü k  meg az integrandusban s z e r e p l ő  k é s l e l t e t e t t  pá­
ly a p o n t o k  t á v o l s á g á t  a t - b e l i  k é s l e l t e t e t t  p á l y a p o n t t ő l :
| z (t—X* (z W)“ z (s-ífz (s))) | ^  M| t-s +Z>(z (t))f+ ( z (s)jj /127/
A ^  (z t - s .  Együk f e l  t o v á b b á ,  hogy ' t  ( z ) ^ - ' f ( z ) ,  a h o l  az
e g é s z  G-n é r t e l m e z e t t  1 - e l  L i p s c i t z - f é l e  f e l t é t e l n e k  e l e g e t  
t e v ő  fü g g v é n y :
(I z ( t -  < t  (z 0»))) “ z ( s -  TÍ (z (s) )) | |—M (3 (z (t)j + Mlp(z ( t ) j j  / 1 2 8 /
2* Ha mármost a lemma f e l t é t e l e i n e k  J e l ö l é s e i  m e l l e t t
/129/
akkor a z t  kapjuk,  hogy a / 1 2 8 /  b e c s l é s  b i z t o s í t j a  a z t ,  hogy a 
/ 1 2 5 /  k ü lö n b s é g e t  e l ő á l l í t ó  / 1 2 6 /  i n t e g r á l  in te g r a n d u sá b a n  
l e v ő  k é s l e l t e t e t t  argumentum v é g i g  a z ( t ) k ö r ü l i  h ^ (z  ( t ) )  su g a ­
r ú  körben marad és  e z é r t  az i n t e g r a n d u s r a  é r v é n y e s  M (z (t)) -  
v e i  a / 1 2 1 /  b e c s l é s  é s  i g y
|| Z i t )  -  z ( t -  t  (z (t ))í|á: M ( Z ( t j / t  (z  (t)) h Q ( Z ( t )  ) / 1 3 o /
3 « 6 Lemma: Legyen h 1 L i p s c h i t z —f é l e  á l l a n d ó v a l  L i p s c h i t z  
f é l e  f e l t é t e l n e k  e l e g e t  t e v ő  p o z i t i v  függvény  é s  l e g y e n e k  
z l , z 2 ^  ® o ly a n  p o n t o k ,  melyekre
[| z- -^Zg II /0 • h (z1) 0^1 X 1 /1 3 1 /
Ekkor t e l j e s ü l  a
7 1 3 2 /
B i z o n y í t á s :
Képezzük a h ( z - J -  h ( z 2 ) k ü l ö n b s é g e t ,  e r r e  i g a z  a
b-Cz-j) -  h ( z 2) 2 \\ z 1- z 2 l\ £ A - bCzp) / 1 3 3 /
b e c s l é s ,  a h o n n é t  az  á l l í t á s  már k ö v e t k e z i k .
K ö v e tk e z m é n y : X C 1 / 2  m e l l e t t  1 - n é l  k i s e b b  a A / ( l -  Aj
á l l a n d ó  é r t é k e .
E z z e l  e l é r k e z t ü n k  a k é s l e l t e t e t t  e l f u t á s i  i l l e t v e  e l f o g á ­
s i  t é t e l e k  k im o n d á s á h o z  és  b i z o n y í t á s á h o z .
3 .5  T é t e l ;  K é s l e l t e t e t t  e l f u t á s i  t é t e l :
Legyen G  K, * Legyen í l c :  E x t ( ö K) fl G egy
o l y a n  n y i l t  h a l m a z ,  amely  t e l j e s i t i  a d~Q- 25 Q© f e l t é t e l t ,  
és  a m e ly ik  t e l j e s i t i  az  a l á b b i a k a t :  L egyen  a h a l m a z t ó l
m ér t  t á v o l s á g f ü g g v é n y n e k  minden x Q  A1 s i m a s á g i  p o n t j a  és  l e ­
g y en  az e l ő z ő  p o n t b a n  l e i r t  h o z z á r e n d e l é s s e l  a K k o a l í c i ó n a k  
minden y (x ^ £  © 0 ^ ' - b e n  e r ő s  e l f u t ó  f ö l é n y e  az  e x i r á n y b a n .  Le­
gy en  to v á b b á  e f ö l é n y t  r e a l i z á l ó  l o k á l i s  s t r a t é g i á k  c s a l á d j á ­
h o z  a 2 .7  d e f i n í c i ó v a l  h o z z á r e n d e l t  f ü g g v é n y  h ,  mely i l  - n  
van  é r t e l m e z v e  és  l e g y e n  0 <  A k. 1 /2  m e l l e t t  T - ' J I  r "*”
egy o ly a n  m e g e n g e d e t t  k é s l e l t e t é s ,  am ely  t e l j e s i t i  h  = A h  - v a l  
a 3 . 1  f e l t é t e l t .  H a z ( t ) :  = z ( t -  r ( z ( t ) ] J  , z ( s )  := z ( t j  , 
s 2 t Q, a h o l  z , z  £  c [ [ t 0 , t j ]  , f l J és  r á a d á s u l  z a b s z o l ú t
f o l y t o n o s  és  e p á r  t e l j e s i t i  a / 9 5 /  m e g f e l e l ő  k e z d e t i é r t é k p r o b -  
l é m á j á t ,  a V 31 1 3
\\ z 1 -  z 2 ( K  ! _  \  h
g l o b á l i s  s t r a t é g i a  m e l l e t t ,  a h o l
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3 * 3 /  ( l - A  ) 1 ,  akkor z ( t Q^ 6 . E x t ( 0  g-i) e s e t é n  z (t) é  Ext((ö
minden t  ^[tQ, t-J v é g e s  é r t é k r e .  Ehhez K s t r a t é g i á j á t  a 




B i z o n y i t á s : Ha a 3 . 5  és  3 . 6  lemmákat a lk a lm a z z u k ,  akkor  
megkapjuk, hogy t e l j e s ü l  a z , z - r a  a t é t e l b e n  Í r o t t  3 - v e i  a 
/ 9 4 /  f e l t é t e l .  Ezek e g y ü t t  b i z t o s í t j á k  a 3 . 1  t é t e l  f e l t é t e l e i t ,  
ami az Í r o t t  g l o b á l i s  s t r a t é g i á v a l  b i z t o s í t j a  az  e l f u t á s t .  A 
s t r a t é g i a v á l a s z t á s  ez  e s e t b e n  a z é r t  t ö r t é n i k  a z a la p j á n  c s u ­
pán, mert tu d j u k ,  hogy e r ő s  f ö l é n y  e s e t é n  nem k e l l  t e k i n t e t t e l  
lennünk az e l l e n f é l  v á l a s z t á s á r a .  Végül még a n n y i t  j egyzün k  
meg, hogy k é s l e l t e t e t t  e s e t b e n  c s a k  a 2 . 5  t é t e l  a la p j á n  ö s z -  
s z e f ű z ö t t  s t r a t é g i á v a l  l e h e t  b o l d o g u l n i ,  ahogy e z t  a 3 . 1  é s  
3 . 2  t é t e l e k  b i z o n y í t á s a  l é n y e g e s e n  f e l  i s  h a s z n á l j a .
3 . 6  T é t e l :  K é s l e l t e t e t t  e l f o g á s i  t é t e l :
Legyen 0 K =i  ^ i .  Legyen t o v á b b á ^  C Ext G
o ly a n  n y i l t  ha lm az,  am elyre  t e l j e s ü l  a Ö és  amely
t e l j e s i t i  az a l á b b i  f e l t é t e l t :  Legyen a Ö R h a l m a z t ó l  mért 
t á v o l s á g f ü g g v é n y n e k  minden x  pont s im a s á g i  p o n t j a  u n i v e r ­
z á l i s  C > 0 - v a l .  Legyen p 6 3 0 K o ly a n  p o n t ,  amelynek van o ly a n  
G ( p ) c  G k ö r n y e z e t e ,  G(p)0Ext ( 0 | /  , hogy minden x€G(p)f)Ext
( 0 ^ ) e s e t é n  a K k o a l í c i ó n a k  l e g a l á b b  c(p) mértékű e r ő s  f ö l é n y e  
van az e l ő z ő  p o n t b e l i  h o z z á r e n d e l é s s e l  m e g h a tá r o z o t t  y (x)630g.  
pontban a - e  i r á n y b a n .  Legyen továbbá e f ö l é n y e k e t  r e a l i —
u í .
z á l ó  e l ő z ő  pontban megadott  l o k á l i s  s t r a t é g i á k  c s a l á d j á h o z  a
2 . 7  d e f i n í c i ó v a l  h o z z á r e n d e l t  függvény h ,  amely l e g a l á b b  G (p)-  
n van é r t e lm e z v e  és l e g y e n  0 < 3 \<  1 / 2  m e l l e t t  5 R
96
egy o lyan  m eg en g e d e t t  k é s l e l t e t é s ,  amely t e l j e s i t i  G ( p ) - n  a 
hQ= 7\. h f ü g g v é n n y e l  a 3 . 1  f e l t é t e l t .  Ha a z (t) := z ( t - ^ í z  (t)j) , 
z (,sj := z ( t0) , s —1 0 , z , z £ c f f 0 , t ^  , f ű  ,  é s  r á a d á s u l  z a b s z o ­
l ú t  f o l y t o n o s  é s  e párra  t e l j e s ü l  a / 9 5 /  m e g f e l e l ő  k e z d e t i é r -
\~)) 1-V
t é k p r o b lé m á ja , a V $ } 2. g l o b á l i s  s t r a t é g i a  m e l l e t t ,  a h o l
\) = ? l / ( l -  (\) , akkor megadható p -n ek  o l y a n  Gjg (p )  környe­
z e t e ,  hogy ha z C t ^ G ^ g  ( p ) » akkor van o ly a n  T, hogy  
t * e [ t 0 ,T j ,  t* >  t Q - r a  z(jt*)£ 0 K. Ehhez a H k o a l i c i ó  s t r a t é ­
g i á j á t  a z (t) = z ( t - ^ ( z  ( t ))) k é s l e l t e t e t t  in f o r m á c ió  a l a p j á n  
v á l a s z t j a  meg.
B i z o n y í t á s : T e l j e s  e g é s z é b e n  m eg eg y ez ik  a 3 .5  t é t e l é v e l ,  
a z z a l  a k ü l ö n b s é g g e l ,  hogy a b i z o n y í t á s h o z  a 3 . 2  t é t e l t  h a s z ­
n á l j u k  f e l .  A 2 . 5  t é t e l  e l j á r á s á n á l  gyengébb ö s s z e f ü z é s  i t t  
sem a lk a lm a z h a t ó .
3 .  E l f o g á s  és  e l f u t á s  H i l b e r t  t é r b e n  konvex c é lh a lm a zo k ­
t ó l .
Legyen a to v á b b ia k b a n  az  E terü n k  egy H i l b e r t  t é r .  Isme­
r e t e s ,  hogy H i l b e r t  t é r e n  pontnak és  kon v ex  z á r t  halmaznak a 
t á v o l s á g a  f e l v é t e t i k ,  a z a z  ha H az E egy konvex r é sz h a lm a z a ,  
akkor x Í E - h e z  h o z z á r e n d e l h e t j ü k  a H-ra v a l ó  y ( x ) v e t ü l e t é t  
/ m e g t a r t j u k  e j e l ö l é s t  i t t  i s ,  hogy e g y sz e r ű b b e n  h i v a t k o z h a s ­
sunk majd az e l ő z ő  pont t é t e l e i r e / ,  am elyre  g (x ,H j= ( |  x - y  íx))( 
és  mint i s m e r e t e s ,  t e l j e s ü l  az ( |y (x - j ) -  y (xg)II^[(x^-XglíLipschitz  
f é l e  f e l t é t e l .  B e lá tu n k  most egy lemmát, a m elyb ő l  k ö v e t k e z i k ,  
hogy a 9 t á v o l s á g f ü g g v é n y n e k  e g y r é s z t  minden E x t ( h) - b e l i  
p o n t j a  s im a s á g i  p o n t j a ,  m á s r é s z t  a t á v o l s á g f ü g g v é n y  e halmazon  
f o l y t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó .
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3»7 Lemma: L egyen  H C  E k o n v e x  z á r t  h a lm a z .  E kkor
x é  E x t  ( h )  e s e t é n  a ( x , H )  d i f f e r e n c i á l h a t ó  é s  d e r i v á l t j a  ép­
p en  (x-y M )  /  II x-yíx 'l í l r :  e . É r v é n y e s  e g y ú t t a l  a
|^ (x ' ,H )  -<T e x > x  -  y ( x ) > |^ i  Hx-x'll  2 / ^ ( x , h )  / 1 3 4 /
I g a z  t o v á b b á ,  hogy e fü g g v én y  d e r i v á l t j a  f o l y t o n o s  i s  az  Ext(H)- 
ban  és minden p o n t  egy a l k a l m a s  k ö r n y e z e t é b e n  a d e r i v á l t  e l e g e t  
t e s z  a L i p s c h i t z - f é l e  f e l t é t e l n e k .
B i z o n y í t á s :  Legyen  x egy t e t s z ő l e g e s  E x t  (H) - b e l i  p o n t ,  
l e g y e n  en n ek  t á v o l s á g a  H - t ó l  ? (  x ,H )=  c .  A z  i l y e n  t á v o l s á g ú  p o n ­
t o k  h a lm az a  k o n v e x ,  h a lm az  h a t á r a  és  e konvex  h a lm a z h o z  f e k t e t ­
h e t ő  x - e n  k e r e s z t ü l  egy tám asz  h i p e r s i k .  Más o l d a l r ó l  e p o n t o k  
h a lm az a  k i v ü l  l e s z  a z  y ( x )  p o n t  k ö r ü l i  c s u g a r u  gömbön. De 
H i l b e r t  t é r e n  gömbnek minden h a t á r p o n t j á b a n  c s u p á n  e g y e t l e n  
é r i n t ő  h i p e r s i k j a  l e h e t ,  e z é r t  az  x - e n  k e r e s z t ü l  f e k t e t h e t ő  
h i p e r s i k  e g y ú t t a l  az  y ( x )  k ö r ü l i  c s u g a r u  gömbnek i s  é r i n t ő j e  
és e k é t  f e l ü l e t  k ö z ö t t  l e s z  a ^ ( x j H ^  c f e l ü l e t .  A / 1 3 4 /  
b e c s l é s t  g e o m e t r i a i  m eggondolás  a l a p j á n  könnyen m eg k a p ju k .
1 .  Köve tkezm ény:  £ >  O - v a l  a 3 . 1  d e f i n í c i ó n a k  e l e g e t
t e v ő  p o n t o k b ó l  á l l ó  k ö r n y e z e t  s u g a r a  x  £  E x t  ^ H ) e s e t é n  
cT(x)= £ ^ 2 ( x ,H.) a h h o z ,  hogy ll e ^  x l | é £ jp ( x ,H )
l e g y e n .
2 .  K öve tkezm ény:  A d e r i v á l t r a  v o n a tk o z ó  f o r m u l á v a l  k a p ­
c s o l a t b a n  r ö g t ö n  l á t h a t j u k ,  hogy a b i z o n y í t á s  j e l ö l é s e i v e l
{ s  >e / 2} h a lm a z o n  a d e r i v á l t  e l e g e t  t e s z  L i p s c h i t z - f é l e  f e l ­
t é t e l n e k ,  L=4/c  L i p s c h i t z - f é l e  á l l a n d ó v a l .
E m e g je g y z é s e k  u t á n  a 3 . 3 ,  3 . 4 ,  3 . 5  é s , 3 « 6  t é t e l e k e t  az
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a l á b b i  formában mondhatjuk k i :
3 . 1  F e l t e v é s : Á l l j o n  e l ő  a H halmaz v é g e s  so k  eg y m á s tó l  
d i s z j u n k t  k o n v ex  n y i l t  ha lm azokk a l  e l v á l a s z t h a t ó  konvex z á r t  
h a lm a z b ó l .  L e g y e n ^  ezen  e l v á l a s z t ó  n y i l t  halmazok e g y e s í t é ­
se  és x  £ ^  e s e t é n  l e g y e n  e x : = (x-y  (x))/i |x -  y (x) ii, a h o l  az  
y (x) arra a H - t  a l k o t ó  konvex  z á r t  halmazra v a ló  v e t ü l e t ,  ame­
l y e t  Q  - n a k  x - e t  ta r t a lm a z ó  komponense t a r t a l m a z .
3 .3 a  T é t e l : T e l j e s í t s e  a 3 . 3  t é t e l  0  g ,  c é lh a lm a z a  a 3 . 1  
f e l t e v é s b e n  f o g l a l t a k a t .  Ekkor ha a 3 . 1  f e l t e v é s b e n  s z e r e p l ő  
x , y (x) és  e ^ - e l  V x £  ^  m e l l e t t  t e l j e s ü l  a 3 . 3  t é t e l  f ö l é n y r e  
vonatkozó f e l t é t e l e ,  akkor a 3 . 3  t é t e l  á l l i t á s a  i g a z .
3 .4 a  T é t e l : T e l j e s í t s e  a 3 . 4  t é t e l  0  K c é lh a lm a z a  a 3 .1  
f e l t e v é s b e n  f o g l a l t a k a t .  Ekkor ha a 3 . 1  f e l t e v é s b e n  s z e r e p l ő  
x , y  (x) és e - e l  ^ x £ ^  m e l l e t t  t e l j e s ü l  a 3 . 4  t é t e l  f ö l é n y r e  
vonatkozó f e l t é t e l e ,  akkor a 3 . 4  t é t e l  á l l i t á s a  i g a z .
3 .5 a  T é t e l : T e l j e s í t s e  a 3 . 5  t é t e l  Ö K, c é lh a lm a z a  a 3 . 1  
f e l t e v é s b e n  f o g l a l t a k a t .  Ekkor ha a 3 . 1  f e l t e v é s b e n  s z e r e p l ő  
x , y ( x ) é s  ex- e l  V- x £ <3 C) m e l l e t t  t e l j e s ü l  a 3 . 5  t é t e l  f ö l é n y r e  
vonatkozó f e l t é t e l e ,  akkor a 3 . 5  t é t e l  á l l i t á s a  i g a z .
3 .6 a  T é t e l : T e l j e s í t s e  a 3 . 6  t é t e l  ö  ^ c é lh a lm a z a  a 3 .1  
f e l t e v é s b e n  f o g l a l t a k a t .  Ekkor ha a 3 . 1  f e l t e v é s b e n  s z e r e p l ő  
x , y  (x) és ex ~ e l  V x f c í t ?  m e l l e t t  t e l j e s ü l n e k  a 3 . 6  t é t e l  f ö ­
l é n y r e  v o n a tk o zó  f e l t e v é s e i ,  akkor a 3 . 6  t é t e l  á l l i t á s a  i g a z .
B i z o n y í t á s : Mindnégy t é t e l b e n  a z t  k e l l  b e b i z o n y í t a n i ,  
hogy az p o n t j a i b a n  a 9  - n a k  minden p o n t j a  s i m a s á g i  p o n t ­
j a .  Ez p e d ig  úgy t e l j e s ü l ,  hogy a c é lh a lm a z  e g y e s  komponense­
i t  t a r t a lm a z ó  n y i l t  komponenseken i g a z ,  méghozzá a 3 . 7  lemma 1 .
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következménye m i a t t .
Mßgjegyezzük, hogy e t é t e l e k  o ly a n  é r te lem b en  m a x im á l i sa k ,  
hogy ezekben az e l f u t á s h o z ,  i l l e t v e  e l f o g á s h o z  c s a k  a c é l h a l ­
maz h a t á r p o n t j a i r a  t e s z ü n k  k i k ö t é s t  és  az  i s  csupán a f ö l é n y r e  
v o n a t k o z ik .  E k i k ö t é s e k  g y e n g í t é s é v e l  l e h e t  csupán erő se b b  t é ­
t e l e k e t  b i z o n y í t a n i ,  de az a l á b b i  k é t  t é t e l  m u t a t j a ,  hogy az  
e l f u t á s r a  vonatkozó  f e l t e v é s e k  nem g y e n g i t h e t ő k  á l t a l á b a n .
2 .  F e l t e v é s : Legyenek az 1 .  f e l t e v é s b e n  s z e r e p l ő  H halmaz  
komponensei H , p = l , 2 ,  . . .  , r és l e g y e n  minden i l y e n  H h a l -
Jr ír
máz egy H °cH ^  konvex  z á r t  h a lm a z t ó l  l e g f e l j e b b  £  * á -
v o l s á g r a  l é v ő  pontok  halm aza.
3 . 7  T é t e l .  T e l j e s í t s e  a 3 . 3  t é t e l  0 K, cé lh a lm a za  az 1 .  
és  2 .  f e l t e v é s e k b e n  f o g l a l t a k a t .  Ekkor a 3 . 3  t é t e l  f ö l é n y r e  
vonatkozó  f e l t é t e l e  a K k o a l i c i ó  számára az e l f u t á s  s z ü k s é g e s  
és  e l e g e n d ő  f e l t é t e l e ,  méghozzá úgy ,  hogy ha a k o a l i c i ó  nem 
tud a 3 . 3-b a n  b i z t o s í t o t t  nem k é s l e l t e t e t t  in f o r m á c ió k  a l a p ­
já n  e l f u t n i ,  akkor a I \  K számára t e l j e s ü l  a 3 . 6  t é t e l  f e l ­
t é t e l e  az e l f o g á s r a ,  aza z  még m egengedett  k é s l e l t e t é s s e l  i s  
e l é r i  0  K» - t .
B i z o n y í t á s : Ez a t é t e l  e g y s z e r ű  következménye a 3 . 7  lem­
ma 2 .  következményének és  a 2 .  f e l t e v é s n e k .  U g y a n is ,  e l ő s z ö r  
i s  a z t  j e g y e z z ü k  meg, hogy minden y ( x ) - e t  h e l y e t t e s í t h e t ü n k  a 
'jHp - b e l i  pont h e l y e t t  a n e k i  m e g f e l e l ő  3 H° - r e  v a ló  v e t ü -  
l e t t e l .  í g y  k i d e r ü l ,  hogy az ^  - n a  2 .  következmény m ia t t
az e e l e g e t  t e s z  a L i p s c h i t z - f é l e  f e l t é t e l n e k  nekünk e l e -
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gendő e b b ő l  a n n y i ,  hogy a 0  K, halmaz h a tá r á n  i s  f o l y t o n o s .
Ha mármost nem t e l j e s ü l  minden h a tá r p o n tb a n  a 3 . 3  t é t e l  
e l f u t á s r a  vonatkozó  f e l t é t e l e ,  akkor van o ly a n  p o n t ,  amelyben
100
v a l a m i l y e n  c O -v a l  az  1 . 3  f e l t e v é s  i g a z  e ^ - v e l  egy  p h a t á r ­
p o n tba n .  / F e l h a s z n á l t u k  az 1 . 1  t é t e l t . /  Ámde az e f o l y t o n o s -X
sága  m ia t t  e  pon tnak  van o l y a n  k ö r n y e z e t e ,  amelyben már t e l j e - *  
s ü l  a 3 .6 a  t é t e l  f e l t é t e l e  é s  i g y  b e l á t t u k ,  hogy a t é t e l  i g a z .
3 . 8  T é t e l :  T e l j e s í t s e  a 3 . 5  t é t e l  0  K, c é lh a lm a z a  az 1 .  
és  2 .  f e l t e v é s e k b e n  f o g l a l t a k a t .  Ekkor a 3 . 5  t é t e l  f e l t é t e l e  
k é s l e l t e t e t t  i n f o r m á c ió  m e l l e t t i  e l f u t á s r a  s z ü k s é g e s  f e l t é t e l  
i s  abban az  é r t e l e m b e n ,  hogy ha nem t e l j e s ü l ,  akkor van o lyan  
h a t á r p o n t j a  a c é lh a lm a z n a k ,  amelynek megadható o l y a n  környe­
z e t e ,  hogy e b b ő l  nem k é s l e l t e t e t t  i n f o r m á c i ó v a l  a K e l é r i  a 
c é l h a l m a z t ,  mert t e l j e s ü l  a 3 . 4 a t é t e l  f e l t é t e l e .
B i z o n y í t á s : E t é t e l t  i s  ugyanúgy b i z o n y í t h a t j u k ,  ahogy a
3 . 7  t é t e l  b i z o n y í t á s á t  v á z o l t u k ,  csupán a 1 . 2  t é t e l t  k e l l  
f e l h a s z n á l n u n k .
A 3 . 7  é s  3 . 8  t é t e l e k  a z t  m u ta t já k ,  hogy a b e m u t a t o t t  mód­
s z e r e k  k é s l e l t e t e t t  és  nem k é s l e l t e t e t t  e s e t b e n  61 p o n t o s s á g ú  
c é l z á s o k r a  é s  e l f o g á s r a ,  ami a g y a k o r l a t  számára á l t a l á b a n  
k i e l é g í t ő  é s  numerikusán más ut nem i s  k ö v e t h e t ő ,  e l e g e n d ő e k ,  
mert s z ü k s é g e s  é s  e l e g e n d ő  f e l t é t e l t  adnak e l f u t á s r a .  A most 
k ö v e tk e z ő  p o n tb a n  i g e n  r ö v i d e n  egy numerikus m ódszert  adunk.
4 . Numerikus módszer.
Numerikus e l j á r á s u n k  v á z l a t á t  a 3 . 1  i l l e t v e  a 3 . 2  a la p ­
t é t e l e k  s z i n t j é n  f o g l a l j u k  ö s s z e  i g e n  r ö v i d e n .  Ez a l a t t  a z t  
é r t j ü k ,  hogy a t á r g y a l t  n é g y f é l e  e s e t e t  nem nézzü k  k ü lö n .
Legyen megadva a minden, a 3*1» 3*2 t é t e l e k  e l ő k é s z í t é s é ­
n é l  s z e r e p l ő  x  £  íc? k ö r ü l i  W  k ö r n y e z e t .  Legyen
101
to vább á  megadva a / 9 4 / - b e n  s z e r e p l ő  V , to v á b b á  a z  , z p á r ,  
a h o l  z a z -n ek  / 9 4 / - e t  t e l j e s í t ő  b e c s l é s e .  E zt  minden i d ő p o n t ­
ban a d o t tn a k  t e k i n t j ü k .  Legyen megadva tovább á  a z ( t Q) = z Q=z (t^  
k e z d e t i é r t  ékprobléma. Ism ertnek  t é t e l e z z ü k  f e l  /m e r t  s z á m íth a ­
tó  az e g y e n l e t  é s  a c é lh a lm a z  i s m e r e t é b e n /  a h  fü g g v é n y t  i s .  
K ér d é s ,  hogy a z b e c s l é s  i sm e r e té b e n  hogyan h a s z n á l j u k  f e l  a 
'íVx * G(í(x)(x)JxCÍd1 l o k á l i s  s t r a t é g i á k a t  a r r a ,  hogy a z görbe  
b i z t o s a n  e l k e r ü l j e  a H h a lm a z t ,  vagy a másik f e l a d a t n a k  m egfe­
l e l ő e n  b i z t o s a n  e l é r j e  a z t .
E l já r á s u n k  a k ö v e t k e z ő :
Legyenek a t Q, t-^, . . .  , t^  id ő p o n to k  a z o k ,  amelyekben  
uj l o k á l i s  s t r a t é g i á r a  térün k  á t .  E p on tokat  a k öve tkezők ép pen  
h a t á r o z z u k  meg:
V á la sszu k  a z ( t±) pontban a z t  a ( v g  (S ( t ; ) ) )
p á r t ,  amelyre t e l j e s ü l  a S(z  (t j^) >^j- - ~ ) h  (z (t . Ez m e g v á la s z t ­
h a tó  i g y ,  a h fü ggvény  d e f i n í c i ó j a  m i a t t .
Legyen a z i t^+ )^ az a l e g k i s e b b  t > t ^ ,  am elyre  az e l ­
l e n f é l  s t r a t é g i a v á l a s z t á s a  m e l l e t t  a í . ) l o k á l i s  s t r a t é g i a  
a lk a lm a z á s á v a l  e l ő s z ö r  t e l j e s ü l ,  hogy ll z (t^) -  z (t)ll —  h (z(tj )^ 
Erre a t = t ^ +-^  - r e  i s m é t  a f e n t i e k n e k  m e g f e l e l ő e n  v á l a s z t u n k  
uj s t r a t é g i á t .  E z z e l  az e l j á r á s s a l  a 3 . 1  i l l e t v e  3 .2  t é t e l e k  
b i z t o s í t j á k  a z - r e  vonatkozó  k i k ö t é s e k e t .
H i l b e r t  t é r  e s e t é b e n  £  - p o n t o s s á g ú  e l f u t á s r a  i l l e t v e  
c é l z á s r a  2 .  f e l t é t e l n e k  e l e g e t  t e v ő  c é lh a lm a z o k  e s e t é b e n  az  
e l m é l e t i  eredmény m e l l é  numerikus e l j á r á s t  i s  a d ,  a f e n t i  mód­
s z e r  v a g y i s  az e l f u t á s r a  vonatkozó  e l m e l e t i  s z ü k s é g e s  es e l e ­
gendő f e l t é t e l  k i e g é s z ü l  a z z a l ,  hogy e g y ú t t a l  az  a d o t t  f e l t é ­
t e l  m e l l e t  konvergens  numerikus módszer i s  a d h a t ó .
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F ü g g e l é k .
F I .  B o r é i  m érh e tő  l e k é p e z é s  megadása  a d o t t  z á r t  h a lm azba  
e s ő  g r a f i k o n n a l .
l e g y e n e k  E és F s z e p a r á b i l i s  l o k á l i s a n  kompakt m e t r i k u s  
t e r e k .  J e l ö l j ü k  az E t é r  B o r e l - h a l m a z a i t  <B(e )  - v e i ,  j e l ö l j e
PE : E X F —»“E /p j ,  : EX F ---- ^  F /  az E X F - b ő l  az  E - b e  / F - b e /
v a l ó  v e t í t é s t .
F l . l  D e f  i n i c i ó  : Az u : E  —» F  l e k é p e z é s t  Bor e l - m é r i i e  t ő ­
n e k  n e v e z z ü k ,  ha  minden G c l  F n y i l t  h a l m a z r a  u  G)S Ő^E).
F l . l  T é t e l :  l e g y e n  {u^J. *^>_1 , : E —^ F  , n = l , 2 , . . .
m e l l e t t  B o r e l - m é r h e t ő  l e k é p e z é s e k  p o n t o n k é n t  k o n v e r g e n s  s o r o ­
z a t a .  Ekkor  a z  u  í ^ :  = l i m  u  ( x ) ,  x £  E e g y e n l ő s é g g e l  p o n t o n ­
k é n t  m e g a d o t t  u :  E —> F  l e k é p e z é s  i s  B o r e l - m é r h e t ő .
l e g y e n  m ost  H O  EXF z á r t  h a lm a z .
F I . 2 T é t e l :  Ha a p e ( h) = E t e l j e s ü l ,  a k k o r  m egadható  o ly a n
u : E —»-F B o r e l - m é r h e t ő  l e k é p e z é s ,  a m e ly r e
(x ,u (x ' ) ’) 6 -  H , minden x  & E e s e t é n .  / F . l /
B i z o n y í t á s :  Megadunk egy O v V  n _ i  B o r e l - m é r h e t ő  l e ­
k é p e z é s s o r o z a t o t ,  amely p o n t o n k é n t  k o n v e r g e s n  és l i m e s z e  t e l ­
j e s i t i  az  / F . l /  f e l t é t e l t .
1 .  Az u-j^  fü g g v én y  m e g a d á s a :
Az E , F  t e r e k  f e l t e v é s ü n k  s z e r i n t  s z e p a r á b i l i s e k ,  e z é r t  
& = l / 2 - h e z  m egadható  o l y a n  n _j_ H s o r o z a t ,  hogy
t e l j e s ü l  a ^
H C  U q (p  J )  / F . 2 /
n = l  '
1 /2  ( pn ^  a lok;ó-l i s  k o m p a k t sá g  m i a t tt a r t a l m a z á s ,  a h o l  a G
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kompakt k ö r n y e z e t .
A PE (Gl / 2  (Pf) fl CT E halmaz kompakt, mert pE f o l y t o ­
n o s ,  H p e d i g  z á r t .
Képezzük a
~j ^  ~j^
B± := PEt 1 / 2 ( P i ^ l 3 \  U PE L g1 / 2  ( p ^ h]  , i = l , 2 , .  . .  / P . 3 /
d -  p
páronk én t  d i s z j u n k t  B o r e l -h a lm a z o k  r e n d s z e r é t  am elyre  t e l j e ­
s ü l ,  hogy
CO 1
E= U B. . / P . 4 /
i = l  1
Ezután megadjuk az u^ l e k é p e z é s t  az a lá b b ia k  s z e r i n t :
1
U j ( x ^ := p i t  ha x € B± / F . 5 /
Az u-^  l e k é p e z é s  g r a f i k o n j á r a  t e l j e s ü l  a
r  (u-,) C  G1 / 2  ( H) / P . 6 /
t a r t a l m a z á s ,  a h o l  ( l í )  j e l e n t i  a H halmaz 1 / 2  sugaru k ö r ­
n y e z e t é t ,  a P p e d i g  az u-^  fü g g v én y  g r a f i k o n j á t .
2 .  Az U2 l e k é p e z é s t  £  = l / 4 - h e z  az a l á b b i a k  s z e r i n t  
adjuk meg:
A G1 y 2 ( P i ^ ^  H halmazok kompaktsága k ö v e t k e z t é b e n  meg­
adható  minden i = l , 2 , . . .  m e l l e t t  o ly a n  Í P ik\  c
CL gi / 2  ( P-OfiH v é g e s  sok p o n t ,  hogy (J1 H 0 G-^  /^ fP ik )  ^
k = l
H D G-jy2 ( p ^  t e l j e s ü l .
Á l l i t s u k  e l ő  e z u tá n  a B  ^ ha lm azt  a k ö v e t k e z ő  formában:
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2 1 / k ” 1
Bi k  =PE ÜC 1 / 4  (Pik '>nH] f > B i  \ (  U pE [ g1 / 4  ( p i 3 )f>H]0BB ,
J
k = l ,  . . .  , n i  . / F . 7 /
Minden r ö g z í t e t t  i  m e l l e t t  t e l j e s ü l  a
1 n i  2
B, = U B,
1 k = l  i k
/ F . 8 /
ö s s z e f ü g g é s  é s  a B ^  r e n d s z e r  e l e m e i  d i s z j u n k t a k  és  az  / F . 8 /  
m i a t t  e g y e s í t é s ü k  l e f e d i  a z  e g é s z  E t e r e t .
Az Ug l e k é p e z é s t  i g y  d e f i n i á l j u k :
P ik»  ha x e  Bi k / F .  9 /
a m e ly b ő l  a z o n n a l  k ö v e t k e z i k ,  bogy
P  ( M  c  g1 / 4  <h )  
f ( u 1 (x') , u2 (x ) )  4  i / 2
/ F . 1 0 /
f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l n e k .
3 .  T együk  f e l ,  hogy a 2 .  p o n t  e l j á r á s á n a k  n - s z e r i  i s m é t -
,nl é s é v e l  m eg ad tu k  a B. . •
9 -l 2  * • • • > X
hogy
h a l m a z r e n d s z e r t  úgy,
n
n - 1 n .
B. . = i i
1 1 , 1 2* “ * » xn - l  j = l
• • • i ' n - 1
Bn .
^■l» • “ • »^-n-l*3
/ F . 1 1 /
a h o l
105
n
t • • • »l n_ ]_» C 1 / 2  »• • • > »űl/1 h3^B^ , • • • » in_x \
3 - 1
X ( V  PE [ ° I / 2 n ( P l 1 .......... V l ) k)/ lHJ ' l B ^ . . . , i n J  ^ - 1 2 /
es a p .  • . . i t  G i / ? 11" 1 f a i  i  >/]  H p o n t o k k a l
^ l  ’ ±2 ’ * * * ’ n - 1  ’ ^  ^  \  > • •  •  > 1n - l l
t e l j e s ü l  a
n
t a r t a l m a z  és  e z z e l  m egad tuk  a:
% ( X) = P ±  i  x  €  B ?
^  11 ’ x2 ’ * * * ’ 1n 1 ’
f ü g g v é n y t .  E r r e  t e l j e s ü l  a
Gl / 2 n ( p ± ± . V p . 1 3 /\ i l f . . . , i n - 1 , 0 /
/ F . 1 4 /
h
r ^ V  c  G1 / 2 n ( H)
/ E . 1 5 /
f ( % ( x )> % - i ( xD  -  l / 2 n_1 ,x^E
k é t  f e l t é t e l .
Az un+-L f ü g g v é n y t  a 2 .  p o n t  l e j á r á s á n a k  m e g i s m é t l é s e  
u t j á n  k a p j u k  meg.
E z z e l  az  e l j á r á s s a l  m egad juk  az  n _ i  B o r e l - m é r h e -
t ő  f ü g g v é n y e k  egy m e g s z á m l á lh a tó  s o r o z a t á t .
L egyen  x ^  E egy r ö g z í t e t t  p o n t ,  az  u^  x  a l a k ú  p o n t s o r o ­
z a t  Cauchy s o r o z a t  az  / E . 1 5 /  m i a t t  és a k o m p a k t s á g  k ö v e t k e z t é ­
ben m inden x G  E - r e  k o n v e r g e n s .  Legyen u a z  a l á b b i  l e k é p e z é s :
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u ( x ) : =  l^m un ( x ^» x £ E  m e l l e t t .  / F . 1 6 /
Az ( x , u ( x ) ^  C  ( ^ ) >  n = l , 2 , . . . .  m e l l e t t , e z é r t
ao
( x , u  ( x f ) € . n  Q‘x / 2 n  ( H)  = H / E . 1 7 /
n = l
ami a t é t e l  b i z o n y í t á s á t  a d j a , az E l . l  t é t e l  f i g y e l e m b e v é t e l é ­
v e l .
E 2 . D i f f e r e n c i á l e g y e n l ő t l e n s é g e k .
1 .  A l a p b e c s l é s .
2
E 2 .1  T é t e l :  Legyen A CT R egy h a l m a z .  Legyen t o v á b b á
p
f : A - » R  egy m é r h e tő  l e k é p e z é s .  Legyen t o v á b b á  g : R — ^  R 
f o l y t o n o s  l e k é p e z é s .  L e g y e n e k  to v á b b á  y , z :£ t  , üfj — R f o l y t o ­
n o s  l e k é p e z é s e k ,  a m e ly e k r e  t e l j e s ü l n e k  a z  a l á b b i a k :
( y ( s ' ) ,  s ) £ A ,  s é  [ t 0 , T ]  , t o v á b b á  
t
y í t ) = y ( t ^ +  j  f ( y ( s ) ,  s ) d s / E . 1 8 /
o
( t ) =  z ( t j ) +  j  g ( z ( s ) ,  s') ds
o
es
1 .  f  ( x , s V ^ g ( x , s ' )  , ( x , s ) é A .
2 .  A g ( x , s >) c s ö k k e n ő  fü g g v én y  r ö g z í t e t t  s m e l l e t t  az  x 
v á l t o z ó b a n .
Ekkor  y ( t  ") =z ( t  ^ e s e t éen
y( t )  ^  z ( t ) / E . 1 9 /
minden t  £  C v / 1  m e l l e t t .
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B i z o n y í t á s :  Tegyük f e l .  hogy  megadható  o l y a n  t  í v 1!  
hogy z ( t ) > y ( t } á l l  f e n n .
Képezzük  a
t Q ^  í *  := i n f - [ s  | z ( t ' ) > y ( t )  , t é  f s , t ] j  / E . 2 0 /
é r t é k e t .  M iu tán  m in d k é t  fü g g v é n y  f o l y t o n o s ,  t * < T ,  t o v á b b á
y ( t >  z ( 0  . •P igye lem bevéve  még a z ( t Q>)= y ( t Q^  f e l t é t e l t , és
az  / F . 2 0 /  e g y e n l ő t l e n s é g é t ,  m egadha tó  o ly a n  c T > 0 ,  hogy
£ t * ,  t *  + c f ] c [ t0 ,T] és  t £ j t * ,  t *  +d~] m e l l e t t  z ( ' t )  >  y ( t ) .
Az / P . 1 8 /  e l ő á l l í t á s n a k  és  az  1 .  f e l t é t e l n e k  az  a l a p j á n  
t  t
y ( ^ ) =  y (t*)+ J # f  ( y ( s )  , s ) d s  ^  y ( t  + g ( y ( s ) ,  s ) d s ,
t  t
a h o l  a l k a lm a z v a  t o v á b b á  a g - r e  k i r ó t t  2 .  f e l t é t e l t ,  az y (s>z
<j>6|t , t  + ef] f i g y e l e m b e v é t e l é v e l :
•t t
y ( t* J+ |# g ( y ( s ) ,  s")ds ^  y ( t * )  + JT g ( z ( s ) ,  s ) d s  = z ( t )
a z a z  y ( t )  ^  z ( t )  minden t  6 [ t * , t*+cTj m e l l e t t .  E z z e l  p e d i g  a 
t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
2 .  Konvex Kúpok.
Legyen B egy Banach  t é r  és  l e g y e n  G-^  ( 0 )  egy  0 k ö r ü l i  
k ö r n y e z e t .
Képezzünk  egy ú j a b b  k ö r n y e z e t e t  e b b ő l  az  a l á b b i  d e f i n í ­
c i ó v a l  :
Legyen e € B *  , j|e|| =1 f o l y t o n o s  l i n e á r i s  f u n k c i o n á l .
Képezzük az  a l á b b i  n o r m á t :
lil x|j/ Q := max -^2 J C. e , x ^  |, (1 xlfy / P . 2 1 /
Könnyen b e l á t h a t j u k ,  hogy e norma e k v i v a l e n s  a z  e r e d e t i  norm á­
v a l .  Az i s  könnyen  i g a z o l h a t ó ,  hogy
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4  "to) = Gx Co)A {  | e |  ^  1 / 2}  / P . 22 /
f e n n á l l .
Legyen t o v á b b á  t  e { |  e | = l / 2 }  0  G1 ( o )  f 0  , m e ly r e  
<2e  , t > = | | t | H  = 1 .  J e l ö l j ü n k  egy i l y e n  G ^ ( 0 ) -  b e l i  b e l s ő  p o n ­
t o t  t - v e l .  I g a z  a z  a l á b b i  á l l i t á s :
P2 .2  T é t e l :  A ^ 2 e  > c >  O^halmaz e l ő á l l
( 2 e > c > o l =  U Ä \  G? ^e{ p )  + t |  + c . t  / P . 2 3 /
L J 7\ > 0 L 1 J
a l a k b a n .
B i z o n y í t á s : E l e g e n d ő  az  á l l i t á s t  c=0 m e l l e t t  b e l á t n i ,  
am elyhez  t a r t o z ó  b a l o l d a l t  - c t - v e l  v a l ó  e l t o l á s  u t j á n  k a p j u k  
meg.
Miután t  £  G^ (  O') b e l s ő  p o n t ,  van  o l y a n  V J O  k ö r n y e z e ­
t e ,  melyre
G£ ( t )  C  G1 (o) / P . 2 4 /
t e l j e s ü l .  E b b ő l  k ö v e t k e z i k ,  hogy
G1 (0>) r i { 2 l e » < :  1}  Ge  ( - t ) A  [2e  >  - l j  / P . 2 5 /
a h o l  f e l h a s z n á l t u k  a gömbi k ö r n y e z e t  k i e g y e n s ú l y o z o t t s á g á t .
Az / P . 2 4 /  a z t  j e l e n t i  t e h á t ,  hogy G ^  ll,(o)3G£ (- t ' )A{2e  >  - l }
f e l t é t e l  t e l j e s ü l .  Ennek t - v e l  v a ló  e l t o l á s á r a  a z t  k a p j u k ,  
hogy
G^ ^  ( t )  C. ^ 2 e > 0 ^  / P . 2 6 /
és
gJ  ‘“( t ) ^  G£ ( o) ( \  {  2e >  0 }  / P . 2 7 /
t a r t a l m a z á s o k  t e l j e s ü l n e k .
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I s m e r e t e s  t o v á b b á ,  hogy
U % ( g£ (o) A  ( 2e >  o}} ={2 e >  o ]  / F . 2 8 /
t e l j e s ü l ,  a t é t e l  á l l í t á s á t  b e l á t t u k .
Legyen most  K egy kompakt m e t r i k u s  t é r ,  l e g y e n  G C B  n y í l t  
h a lm az  és  l e g y e n  f :  G X K — f o l y t o n o s  l e k é p e z é s .  Legyen 
e é  B* e g y s é g n o r m á jú  f o l y t o n o s  l i n e á r i s  B-n é r t e l m e z e t t  f u n k ­
c i o n á l .  T e l j e s í t s e  az
í ( x 0 , K ) c { e >  h  >  0}  / F . 2 9 /
f e l t é t e l t  v a la m e ly  x Qé r B - r e .
Legyen t o v á b b á  |(l | |je a f e n t  b e v e z e t e t t  n o rm a .
E z z e l  é r v é n y e s  az  a l á b b i  t é t e l :
E 2 .3  T é t e l :  M egadha tók  o l y a n  t  6  B, Il it  IHQ=1 ,  O ^ C  1 ,  
< 2 e , t > = l  úgy,  hogy
f (x o>KK ^ > o  ( Gé  *}= k £ , t ío)  / F - 2 0 /
t e l j e s ü l .
B i z o n y í t á s : Az F 2 .2  t é t e l  c = 2 h - v a l  b i z t o s í t j a ,  hogy az
{ e > h ^  0 }  = ^ ( 0 ) +  t }  + c t  / F . 3 1 /
e l ő á l l í t á s  é r v é n y e s ,  a h o l  az  u n i ó b a n  s z e r e p l ő  h a lm a z o k  n y í l t a k  
/ l d .  a z  / P . 2 3 /  ö s s z e f ü g g é s t / .  A K h a lm a z  kom p ak t ,  e z é r t  f o l y ­
t o n o s  képe  i s  az és  i g y  f ( x 0 , K ) c { e > h > o }  i s  kompakt 
l e s z ,  van  t e h á t  o l y a n  v é g e s  7 i ^ , . . . ,  h a l m a z ,  hogy
f ^ x Q, k ' ' )C_ {  gJ  l,,e'{o)+  t i  + c t
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i s  i g a z .  A s z e r e p l ő  f e d o h a im á z o k  a ^  - n a k  monoton f ü g g v é n y e i  
a t a r t a l m a z á s r a  n é z v e ,  e z é r t  vegyük  a l e g k i s e b b  $ \ ^ - t ,  mely 
már l e f e d i  a z  f £ c  , K ) - t ,  e z z e l
f  (xo ,K >)C { .gJ1 W,*(o) +  t ]  + c t=  GW + ( ^ ± + c ) t  . / F . 3 2 /
o \ Q o
A k a p o t t  e r e d m é n y t  f e l h a s z n á l v a
+ c) t c jiW Gí  +°)t}=O O • lo O




} / P . 3 2 /
/ F . 3 3 /
ds
a m e l l y e l  a t é t e l t  b e l á t t u k .
Legyen m o s t  u: ] " t 0 , t - J j — mé r h e t ő  l e k é p e z é s ,  l e g y e n  
to v á b b á
x :  D o ^ l l  B ’
t
x ( t ) =  x ( t ^  + ( f f x ( _ s ) ,  m (s ))
o
a b s z o l ú t  f o l y t o n o s  l e k é p e z é s .
F 2 .4  T é t e l :  Legyen F a f e n t  d e f i n i á l t  l e k é p e z é s ,  és t e l ­
j e s í t s e  az x Q B-ben  az  / F . 2 9 / - e t  v a l a m e l y  e £  B* , || e\l =1 
f u n k c i o n á l l a l .  Ekkor  a f e n t  d e f i n i á l t  III I II  normához megadha- 
t ó  o ly a n  l > £ > 0 é s h £ B  , ||| h  /(( = 1 ,  és  o ly a n  J " > 0 ,  hogy
ha t  o <f t  í :  t  o + c T  t e t s  z ő l e g e s ,  t o v á b b á  x ( t ^  = x Q, a k k o r  az 
/ F . 3 3 / - a l  m e g a d o t t  x f ü g g v é n y r e  t e l j e s ü l ,  hogy
x ( t " )  £  (xQ + (0)) /F.35/
B i z o n y í t á s ;  Az F 2 .3  t é t e l  b i z t o s i t  egy n y i l t
k ú p o t ,  a m e ly r e
/ P . 3 6 /f ( x o >K) C K e , h ^
t e l j e s ü l .  K épezzük  az
f _ 1 ( K 6  h &)) c  BXK
h a l m a z t ,  ez  f  f o l y t o n o s s á g a  f o l y t á n  n y i l t  h a l m a z ,  amely t a r ­
t a l m a z z a  az  ■£x 0 } XK h a l m a z t .  K k om pak tsága  f o l y t á n  a z o n b a n  
van o l y a n  < £ > 0 ,  hogy  Gj- ( x 0^XK C  ^  ^  ( o ) )  i s  t e l j e s ü l .
M iu tán  x £ t^  a b s z o l ú t  f o l y t o n o s ,  i g y  f o l y t o n o s  i s ,  e z é r t  
m egadható  oLyan cT^, hogy |lx ( t ) -  x ( t r) »  <  í  , ha
h  -  •
B e l á t j u k ,  hogy  <5 - < r ,  a m e l y e t  a t é t e l b e n  k e r e s ü n k .
Be k e l l  l á t n u n k ,  hogy minden t Q< £ t ^ t o+ cf” m e l l e t t  
x ( t ) €  K £ , h ^ ° )  + x o » vagy atni ^ V 31132^  x ( t ) -  x 0 € K £ ) h CoX
M e g je g y e z z ü k ,  hogy a ^ 0 0  kúpban  a z o k  é s  c s a k  a z o k  az
r  v e k t o r o k  v a n n a k ,  a m e ly ek h ez  van  o l y a n  0 ,  hogy
ll lÄ-h -  rlUg < £ ?l . /F .3 7 /
E z z e l  e g y e n é r t é k ű ,  hogy
(II h _ J k J L .  . III <; c  . / F . 3 7 a /
A ( l l r l l l / ' e
Könnyen b e l á t h a t ó ,  hogy a ^  m ind ig  m e g v á l a s z t h a t ó  
(II r  Ma= Á a l a k b a n .
V i z s g á l j u k  meg t e h á t  az
U lx (t)-  xQ -  S H ifiiig -h  ds |||^  = l|l S  | ( x { ; s ) ,  u ( s ) ) - / | |f  (x(s), u (s))/l^ .
t °  t o




k ü l ö n b s é g  n o r m á j á t .  F e l h a s z n á l v a ,  hogy t Q<  t  < t Q+ c T  m e l l e t t
/ F . 36 /  t e l j e s ü l ,  i g y  i g a z ,  hogy
t  t  ,
l l l * ( t ) -  x Q -  h* S  111 f ( x  (s) , u(s) j j /e d s | | | / j j j | f  (x(a)  , u fs ) ) | (^£ds  / F . 3 9 /
o o
a h o l  az / F . 3 8 /  v é g é r e  a l k a l m a z t u k  az / F . 3 7 a /  j e l l e m z é s t .
E z z e l  a z o n b a n  az x £ t ^ -  x Q k ü l ö n b s é g r ő l  b e l á t t u k ,  hogy 
t e l j e s i t i  a z  / F . 3 7 /  f e l t é t e l t ,  t e h á t  a K ^  ^ ( ”0 ) k u p n a k  e leme 
minden t Q <  t  ^ t 0 + <r m e l l e t t .  E z z e l  b e l á t t u k  a t é t e l t .
M e g je g y e z z ü k  még, hogy  B anach  t e r e k e n  a z  / F . 2 3 /  e l ő á l l í ­
t á s h o z  s p e c i á l i s  norma b e v e z e t é s e  s z ü k s é g e s ,  mint  e z t  az
a l á b b i  p é l d a  m u t a t j a :
2Vegyük a z  R t e r e t  m in t  B anach  t e r e t  és  l á s s u k  e l  a z  
|!x || = Ix-j^ l + |x^ l  n o r m á v a l .  I s m e r e t e s ,  hogy e z z e l  a 0 k ö r ü l i  
gömbök o l y a n  n é g y z e t e k  l e s z n e k ,  melyek c s ú c s a i  a t e n g e l y e k r e  
i l l e s z k e d n e k .  Vegyük az eg y ség g ö m b ö t  é s  t o l j u k  e l  az  x-  ^ k o o r ­
d i n á t a  i r á n y á b a  + l - e l  és n é z z ü k  az £ x ^ >  f é l t e r e t .
Az U ^ ( g , ( o)  + ( l , o ) [  h a lm a z  egy 0 c s ú c s ú  90° - o s  n y í l á s s z ö g ű
*>0 c  1
kúp l e s z  és  nem a d j a  k i  az  ^x-^ ^  OJ f a l t e r e t •
F3.  P a r c i á l i s  maximum /m in im um / f ü g g v é n y e k  f o l y t o n o s s á g a »  
l e g y e n  M egy  m e t r i k u s  t é r ,  K kompakt  h a lm a z .  Legyen
f : MX K ---- / F . 4 0 /
egy f o l y t o n o s  f ü g g v é n y .  T egyen  e l e g e t  f  t o v á b b á  K-ban e g y e n ­
l e t e s e n  m inden  r ö g z í t e t t  ué^K m e l l e t t  MX K /  a z  x  v á l ­
t o z ó j á b a n  L i p s c h i t z - f é l e  f e l t é t e l n e k .  Legyen
±'m( x ) :  = min f ( x , v ) ,  /F .4 -1 /
a z a z
Rm
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l e k é p e z é s .
F 3 . 1  T é t e l :  Az f ffl fü g g v én y  f o l y t o n o s ,  ha f  f o l y t o n o s  és  
az  f  e l e g e t  t e s z  a l o k á l i s  L i p s c h i t z - f é l e  f e l t é t e l n e k ,  ha  f  
az  u  r ö g z í t é s e  m e l l e t t  x - b e n  e l e g e t  t e s z  a l o k á l i s  L i p s c h i t z -  
f é l e  f e l t é t e l n e k .  E k k o r  az f  f ü g g v é n y  v a la m e ly  x k ö r ü l i  
L i p s c h i t z - f é l e  á l l a n d ó j a  m eg eg y ez ik  a z  f  ugyan  e p o n t b e l i  
L i p s c h i t z - f é l e  á l l a n d ó j á v a l .
B i z o n y í t á s ;
a .  Legyen { x ^ ^  C~ M o l y a n  s o r o z a t ,  m e ly re  x ^ - ^ x  G  M.
K kom pak tság a  f o l y t á n  megadható  o l y a n  Í vi 3  n = I  ^  s o : ro a a t »
hogy ?  ( v v4 = f m ( xn>-
A s o r o z a t b ó l  k i v á l a s z t h a t ó  egy k o n v e r g e n s  v
r é s z s o r o z a t ,  a m e ly r e
f (xn k ’ vn k' '  íC X ’ V^  '  / F ' 4 2 /
Az f  f ü g g v é n y  d e f i n í c i ó j a  f o l y t á n
f  (x jv ' )  — f  (x ,v ' )  , V v * 6  K m e l l e t t  / F . 4 3 /
és  e z é r t
f m ( x >  f ( x , v )  . / F . 4 4 /
Ha más k o n v e r g e n s  r é s z s o r o z a t o t  v á l a s z t u n k  k i  az 
f ( x  , v^) - b ő i ,  ez  i s  s z ü k s é g k é p p e n  a z  f m( x ) - h e z  t a r t  és  e z é r t  
az  f  ( x  s o r o z a t n a k  m in d ö ssze  e g y e t l e n  t o r l ó d á s i  p o n t j a  l e -  
h é t ,  v a g y i s  a s o r o z a t  k o n v e r g e n s  és  i g y  az  / F . 4 4 /  f i g y e l e m b e ­
v é t e l é v e l  f  f o l y t o n o s .
b .  A L i p s c h i t z - f é l e  f e l t é t e l  b i z o n y í t á s a :
Legyen x 6  M és  v q  6  K, m e ly e k re
f m Cx)= f  C x ,v 0> .  / F . 4 5 /
\
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Az f  d e f i n í c i ó j a  a l a p j á n  
min f  ( x ' ,  v ) < f ( x ' , v o) ^  f ( x , v o)  + L ( x ) d ( x ’ , x )
Más o l d a l r ó l
f  ^c, vo) - L  ( x ) d  (x* , x ) ^ f  f t ,  v ' ) -  L ( x ) d ( x ' ,  x ) ^  f  ( x ' , v ^  / F . 46 /
a h o l  az e l e j é t  é s  a v é g é t  n é z v e  c su p á n  a j o b b  o l d a l  f ü g g  a v-  
t ő l ,  e z é r t  a j o b b  o l d a l  minimumára i s  t e l j e s ü l  az  e g y e n l ő t l e n ­
s é g ,  ami a t é t e l t  b i z o n y l t j a .
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